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Уравнения произвольного порядка 
с оператором Коши–Римана  
и сингулярной линией на плоскости
 С. М. Мухсиновa*, А. Б. Расулов
Показано интегральное представление решения для уравнения произвольного порядка с опе-
ратором Коши–Римана и сингулярной линией на плоскости. Изучено влияние сингулярной 
линии на разрешимость краевых задач и выполнена корректная постановка граничной за-
дачи типа Римана–Гильберта.
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Пусть S + ={(x, y):y > 0, –∞ < x < ∞}, L = \{(x, y): 
y = 0, –∞ < x < ∞}. В области Sε

+ ={(x, y):y > ε, –∞ < x < ∞}  
рассмотрим уравнения высшего порядка коэффициен-
ты которых имеют сингулярную особенности на линии 
L ={(x, y):y = 0, –∞ < x < ∞}:

2
1

( ) ( )
( ), 1, 2,... ;

| |
( )

k
j

z
j

z z a z
U f z k m

z z=

−
∂ − = =

−
∏      (1)

где 2 z x yi∂ = ∂ + ∂  — оператор Коши-Римана;
1( ) ( ), 1, , ( )j

ja z C S j m U z− +∈ = , ,2( ) ( ), 2pF z L S p+∈ >  — 
искомая и заданные функции. 

Под обобщенным решением уравнения (1) здесь 
понимается ограниченная на бесконечности функция 
U∈Dm,p(S +) имеющих m – 1 производную по z– в обыч-
ном смысле и обобщенную производную порядка m 
по   z– принадлежащих классу L p,2(Sε

+) для любого ε > 0, 
где   Sε

+ = S +∩{Imz>ε} и ограниченных при Imz→0 и

 2 2r x y= + →∞ по любым направлениям.

В дальнейшем для компактного  изложения мате-
риала введем следующие обозначения [1 — 6]:

2

0

( ) ( )
;

| |

( ( ) ( ))1
( )( ) ; 1, 2,.., .

| | ( )

j
j

j j
j nG

z z a z
L

z z z
a a d d

Ta z j m
z

−∂
≡ −
∂ −

ζ − ζ ξ η
≡ − =

π ζ − ζ ζ −∫

(2)

В случае m = 1 имеет место
Теорема 1. Пусть в обозначениях (2) существует 

такая аналитическая в области S + функция a0
1 , что
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Кроме того,
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Произвольная аналитическая в области S + функция   
φ1(z)∈С(S +) и φ1(z) = o(z–2) ,  при z→∞ по любым 
направлениям.

Тогда функция
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∫

описывает общее решение уравнения (1) в этой под-
области из класса 1( ) ( )D S C S+ +∩ .

В случае m = 3 имеет место
Теорема 2. Пусть в уравнении (1) aj(z)∈С 2(S +),  

j = 1, 2, 3  и ограниченные в ,S +  и в окрестности ∂S + 
удовлетворяют условиям:
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01)  ( ) ( ) (1) | | ,  ,1 3.j
j j ja z a z O z z n jγ− = − γ > ≤ ≤   (3)

Кроме того, функции aj(z), 1 ≤ j ≤ 3 таковы, что 
выполняются условия:

02)  ( ) ( ) (1) | | , 0, 0,1 3;  j
j j ja z a z O z z y jγ− = − γ > → ≤ ≤  (4)
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Тогда и для любых функций

2( ) ( ), ( ) ( ), ,1 3j jz C S S z o r r j+ + −φ ∈ ∂ φ = →∞ ≤ ≤∪
аналитических в области S + формула
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определяет решение уравнения (1) из класса

 3 ( ) ( )D S C S+ +∩ ,
где
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В работе найдено интегральное представление ре-
шений уравнения (1). В случае m = 3 исследованa сле-
дующая задача.

Задача типа Гильберта– Шмидта

Требуется найти решение U(z)∈D3,p(S +)  уравнения 
(1) по краевому условию
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где функция ( ) ( ) ( ) ( ),j j jt t i t H S +λ = α + β ∈ ∂  причем

( ) 0, , ( ) (| | ), 0, 1, 2,3.jh
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Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 
2 и задачи (G).

Если κk ≥ 0, k = 1, 2, 3, то задача (1) — (G)  для 
полуплоскости, безусловно разрешима и ее решение со-
держит κ1 + κ2  + κ3 + 3  произвольных постоянных.

Если 0, 2, ,  1, 2,3;   k j k j k j≥ ≤ − =κ ≠κ ,  то для раз-
решимости задачи  (1) — (G) необходимо и достаточ-
но выполнения κj – 2 условий разрешимости.

 Аналогичные результаты получены также для дру-
гих значений m.
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