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Введение

Квазигазодинамические (КГД) и квазигидродина-
мические (КГДД) системы уравнений служат основой 
для построения класса разностных методов решения 
задач газо- и гидродинамики. Их построение, свойст-
ва, дискретизация и приложения подробно пред-
ставлены в [1 — 3] (система КГДД была предложена  
Ю. В. Шеретовым). В частности, физическая коррект-
ность данных систем подтверждена выполнением 
уравнения баланса энтропии с неотрицательным про-
изводством энтропии. Математическая корректность 
этих систем, как параболических по Петровскому, опи-
сана в [4 — 7]. 

Большой интерес представляют вывод уравнения 
баланса и анализ неотрицательности производства эн-

тропии для дискретизаций указанных систем. В рам-
ках пространственной дискретизации одномерной КГД 
системы это было проведено для совершенного поли-
тропного [8] и реального [9] газов, где в том числе опи-
саны новые нестандартные элементы дискретизации, 
обеспечивающие неотрицательность производства эн-
тропии. 

Математически КГДД систему бывает удобно рас-
сматривать как специальное упрощение соответствую-
щей КГД системы, поскольку это позволяет переносить 
ряд результатов со второй системы на первую. В данной 
работе подобный подход используется для результатов 
из [9]. Изучено семейство трехточечных симметрич-
ных дискретизаций по пространству КГДД системы в 
форме уравнений баланса массы, импульса и полной 
энергии. Данное семейство таково, что дополнительно 
уравнение внутренней энергии не содержит дисбаланс-
ных слагаемых. Выводится уравнение баланса энтро-
пии, в котором вид сеточных дисбалансных слагаемых 
зависит от выбора усреднений плотности и внутренней 
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энергии. Приведены такие специальные усреднения, 
для которых недивергентные дисбалансные слагаемые 
исчезают. 

Были выполнены численные эксперименты по рас-
чету набора известных тестов для системы уравнений 
Эйлера для совершенного политропного (СП) газа, 
двучленных уравнений состояния и уравнений состоя-
ния Ван-дер-Ваальса (без фазовых переходов в течени-
ях). Полученные результаты лишь немного уступают 
недавно установленным с применением более сложной 
КГД системы [9], что свидетельствует о конкурентоспо-
собности подхода, хотя при экстремальных параметрах 
течений использование КГД системы все же предпо-
чтительнее. Также улучшены результаты для стандарт-
ной дискретизации КГДД системы в случае СП газа в 
[10] (где расчет не всех тестов был успешным). 

1. Одномерная квазигидродинамическая  
система уравнений c общими уравнениями  
состояния

Пространственно-одномерная КГДД система [2, 3] 
состоит из следующих уравнений баланса массы, им-
пульса и полной энергии (в отсутствие массовых сил): 

∂t ρ + ∂x  j = 0;                          (1.1)

∂t(ρu) + ∂x(ju + p) = ∂x Π;                (1.2)

∂t E + ∂x{(u – w)(E + p)} = – ∂x q + ∂x(Πu) + Q. (1.3)

Здесь ∂t, ∂x — частные производные по аргументам  
t ≥ 0 и x ∈ [0, X]; функции ρ > 0, u, E = 0,5ρu2 + ρε — 
плотность, скорость и полная энергия газа; p, ε — дав-
ление и внутренняя энергия. Поток массы j, вязкое на-
пряжение Π и тепловой поток q задаются формулами: 

= ( ), = ( ),x xj u w w u u pτ
ρ − ρ ∂ +∂

ρ
            (1.4)

4

= , = ,

3

x xu uw qΠ µ∂ +ρ − κ∂ θ               (1.5)

где θ > 0 — абсолютная температура; µ > 0, κ > 0,  
τ > 0 — коэффициенты вязкости и теплопроводности, а 
также релаксационный параметр, которые могут быть 
произвольными функциями (ρ, u, θ); Q ≥ 0 — мощ-
ность тепловых источников. 

Выражения для w, Π и –q заметно проще, чем для 
КГД системы (в целом имеющую ту же структуру). 

Из (1.1) — (1.3) выведем уравнение баланса вну-
тренней энергии:

( ) ( )= ( ) .t x x x x xj q u p u w w p Q∂ ρε +∂ ε −∂ +Π∂ − ∂ − + ∂ + (1.6)

Возьмем общие уравнения состояния газа в форме  
p = p(ρ, θ), ε = ε(ρ, θ), связанные равенством Максвелла  
p = θpθ + ρ2ερ в D0 и удовлетворяющие условиям термо-
динамической устойчивости вида:

pρ ≥ 0, εθ > 0 в D0,

где, например, pρ, pθ — частные производные функции 
p = p(ρ, θ);  D0 — допустимая область значений (ρ, θ).

Введем энтропию s = S(ρ, ε) с помощью фор-
мул Гиббса Sρ = –p/(ρ2, θ), Sε = 1/θ. Напомним, что 

2 2 2

= ( )/( )sC p pρ θ θ+ θ ρ ε  — квадрат скорости звука. 
Для случая совершенного политропного (СП) газа 

имеем:

0

=( 1) = , = , = ln lnV Vp R c S S R cγ− ρε ρθ ε θ − ρ+ ε

и 2

= ( 1)sC γ γ− ε с постоянными γ > 1, cV > 0 и R = (γ – 1) cV . 
Из уравнений баланса массы (1.1) и внутренней 

энергии (1.6) вытекает уравнение баланса энтропии:
2 2

2

2

( ) ( )

4

( ) ( )= .

3

x x
t x x

uq w Qs js
∂ θ µ ∂ ρ ∂ ρ +∂ ∂ − + + + + θ θ τθ θθ 

(1.7)

Сумма всех слагаемых правой части, кроме дивергент-
ного первого ∂x(–q/θ), представляет собой производ-
ство энтропии. Оно неотрицательно, что играет прин-
ципиальную физическую роль. 

2. Пространственная дискретизация и  
дискретное уравнение баланса энтропии

Введем на [0, X] основную неравномерную hω  с 
узлами 0 = x0 < x1 < ... < xN = X и шагами hi = xi – xi–1,  
а также вспомогательную сетку *

hω  с узлами xi+1/2 =  
= (xi + xi+1)/2, 0 ≤ i ≤ N – 1 и шагами 

1/2 1/2 1

ˆ

= =( )/2i i i i ih x x h h+ − +− + = xi+1/2 – xi–1/2  =  
= (hi + hi+1)/2. 

Пусть H(ω) — пространство функций, заданных на 
сетке ω. Для v ∈ H( hω ) и y ∈ H( *

hω ) введем усреднения 
и разностные отношения:

1

1/2 1 1/2

1

* *
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ˆ ˆ
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+
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+ δ

+ −
δ

и положим (v–)i+1/2 = vi, (v+)i+1/2 = vi+1/2. Отметим, что
[⋅], δ: *

( ) ( )h hH Hω → ω , а [⋅]*, δ*: *

( ) ( )h hH Hω → ω , где  
ωh = {xi ; 1 ≤ i ≤ N – 1}. 

C учетом [8, 9] построим следующую симметрич-
ную по пространству дискретизацию уравнений ба-
ланса массы, импульса и полной энергии (1.1) — (1.3): 

∂t ρ + δ*j = 0;                              (2.1)

∂t (ρu) + δ*( j[u] + [p]) = δ*Π;                         (2.2)

{ }* 2

2

* *

([ ] )([ ] [ ]) 0.25 =

( [ ]) [ ] ,

t E u w E p h u p

q u Q

+∂ +δ − + − δ ⋅δ

=δ − +Π +
   (2.3)

на ωh, где давление, полная и внутренняя энергии име-
ют стандартный вид: 
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Е = 0,5ρu2 + ρε;  p = p(ρ, θ);  ε = ε (ρ, θ).    (2.4)

Для сокращения количества скобок положим, что, на-
пример, δu⋅δp = (δu)δp (знак [⋅] прекращает действие 
предыдущих операторов слева). 

Используем следующие дискретизации величин 
(1.4), (1.5):

0

=[ ] ([ ] ); = ([ ][ ] );

[ ]

j u w w u u pτ
ρ − ρ δ +δ

ρ
        (2.5)

4

ˆ

= [ ][ ] ; = .

3

u u w qΠ µδ + ρ − κδθ               (2.6)

Формулы для w, Π, –q существенно проще, чем в [9]. 
Основные неизвестные функции ρ, u, E и функции  

p, ε, θ определены на основной сетке  hω , причем ρ > 0,   
ε > 0, а функции j, w, Π, q, τ, µ, κ, Q — на вспомогатель-
ной сетке *

hω .
В этих уравнениях наряду с простейшими усредне-

ниями [ρ], [u], [p] на *

hω  применяется нестандартное 
усреднение [ ]2 = 0,5[ρ]0u–u+ + [ρ]0[ε]3, а [ρ]0, [ε]3 —  
оставлены произвольными. Виды [ ]2 и добавка

2

0, 25h u p+− δ ⋅δ  из уравнения (2.3) следуют [8] и гаран-
тируют выполнение уравнения баланса внутренней 
энергии без сеточных дисбалансов (см. ниже (2.7)). 
От выбора [ρ]0, [ε]3 зависит вид дивергентных и неди-
вергентных сеточных дисбалансных слагаемых в дис-
кретном уравнения баланса энтропии. Будет указан их 
нетривиальный выбор, гарантирующий отсутствие в 
нем недивергентных дисбалансных слагаемых и неот-
рицательность производства энтропии.

Для термодинамических функций ψ = ψ(ρ, θ) вве-
дем разделенные разности и усреднения по аргумен-
там:

{ }
{ }

( , ) ( , )   при  ;
=

( , )    при = ;

( , ) ( , )   при ;
=

( , ) при = ;
=0,5 ( , ) ( , ) ;
=0,5 ( , ) ( , ) .

d

d

a

a

+ −
− +

+ −ρ

ρ − − +

+ −
− +

+ −θ

θ − − +

ρ − +

θ − +

ψ ρ θ −ψ ρ θ ρ ≠ρ ρ −ρψ 
 ψ ρ θ ρ ρ
ψ ρ θ −ψ ρ θ θ ≠θ θ −θψ 
 ψ ρ θ θ θ
ψ ψ ρ θ +ψ ρ θ

ψ ψ ρ θ +ψ ρ θ

Как и в [8], верны уравнения баланса кинетической 
и внутренней энергий:

2 * * *

0,5 ( ) 0,5 ( ) [ ] = ;t u ju u p u u− +∂ ρ + δ +δ ⋅ δ Π⋅

* * *

3

* * *

( ) ( [ ] )= [ ]

([ ] ) [ ] [ ] .

t j q u

p u w w p Q

∂ ρε +δ ε −δ + Πδ −

− δ − + δ +
          (2.7)

Последнее служит аналогом дифференциального урав-
нения (1.6). 

Вывод уравнения баланса энтропии базируется на 
следующей формуле [9]:

{ }* * *

3

1

( ) ( [ ])= ( ) ( [ ] ) ([ ] )t t hs j s j p u w D∂ ρ +δ ∂ ρε +δ ε + δ − +
θ

с сеточным дисбалансом 

 
*

*

1

= ([ ] )( ) ,h h h hD B u w D Dρ θ δ + − δρ+ δθ 
в котором 

1 0 3

1

=([ ] ) [ ] [ ] ;h
p pB u w j

    ε      − ρ − + − ε          ρθ θ θ θ        
(2.8)

0

0

1 1

= 1 [ ]

1

[ ] ;

hD a d p

p a d s

ρ θ ρ

θ ρ
− +

    − ρ +    ρ θ   
 ε   + ρ + −   ρ ρ θ θ    

            (2.9)

0

3

0

1

= 1 [ ]

[ ]

[ ] .

h
pD a d

a d s

θ ρ θ

ρ θ
− +

  
− ρ +  ρ θ  

 εε + ρ − −  θ θ θ  

              (2.10)

Множители Dhρ, Dhθ обращаются в 0 при выборе:

0

1

1 1

:= ;

1

[ ]

p a d s

a d p

θ ρ
− +

θ ρ

ε   + −  ρ ρ θ θ     − ρ ρ   
 θ 

      (2.11)

3

0

1 1

[ ] := .

[ ]

pa d s a d− + ρ θ ρ θ
   ε  ε θ θ − + −     θ ρ ρ θ      

(2.12)

Отметим, что, согласно лемме 1 из [9] при pρ > 0 и 
1

/ 3

3

+ −≤ρ ρ ≤ , правая часть формулы (2.11) положительна. 

Для СП газа данные аппроксимации резко упроща-
ются и принимают вид [8]:

0 3

1

[ ] = , [ ] = ln( ; ),

ln( ; )

− + − +
− +

ρ ε ε ε ε ε
ρ ρ

       (2.13)

где ln(α; β) — разделенная разность для логарифмиче-
ской функции 

ln ln

ln( ; )= при ;

1

ln( ; )= , >0, >0.

β− α
α β α≠β

β−α

α α α β
α

Из уравнения баланса внутренней энергии (2.7) вы-
текает формула [9]:

{ }* *

3

*

*

2

1

( ) ( [ ] ) ([ ] ) =

1 1 1

= ( )

t

h

j p u w

q u w p Q q B

∂ ρε +δ ε + δ −
θ

      δ + Πδ + δ + −δ +     θ θ θ      
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с сеточным дисбалансом 

2

2

1

:=0.25 ( ) .hB h u w p Q+ Πδ + δ + δ
θ

            (2.14)

Определения w, Π и –q (см. (2.5), (2.6)) помогают вы-
вести формулу:

2

2 2

1 1

( ) =

( ) 4 [ ] 1

( ) .

3

q u w p Q

u w Q
− +

 δ + Πδ + δ +  θ θ 

κ δθ ρ   = + µ δ + +   θ θ τ θ   

Таким образом, справедлив результат об аналоге 
уравнения (1.8).

Теорема 1. Для пространственной дискретизации 
(2.1) — (2.6) КГДД системы уравнений верно следую-
щее уравнение баланса энтропии:

* *

1 2

*

*

2

2 2

1

( ) ( [ ])=

([ ] )( ) ,

( ) 4 [ ] 1

:= ( ) 0.

3

t h h

h h

s j s q B B

u w D D

u w Q

ρ θ

− +

  ∂ ρ +δ δ − + − +  θ  

 + − δρ+ δθ +Φ 

 κ δθ ρ   Φ + µ δ + + ≥    θ θ τ θ    

Оно содержит дивергентное δ*(В1h – В2h) и недивер-
гентное [([u] – w)(Dhρδρ + Dhθδθ)]* дисбалансные сла-
гаемые, определяемые формулами (2.8), (2.14) и (2.9), 
(2.10). Второе из них обращается в 0 для дискретиза-
ций [ρ]0, [ε]3 вида (2.11), (2.12).  

Вообще, говоря, дискретизации (2.11), (2.12) доста-
точно громоздки. На практике можно использовать те 
или иные их упрощения, что уменьшит дисбалансы по 
сравнению со случаем простейших дискретизаций. 

3. Численные эксперименты

Численные эксперименты связаны с решением 
системы уравнений Эйлера невязкого нетеплопро-
водного газа, в которой, в отличие от КГДД системы  
(1.1) — (1.5), нет диссипативных слагаемых с коэффи-
циентами τ, µ, κ. Данные слагаемые вводятся как ис-
кусственные регуляризаторы с использованием (как и 
в [9]) формул типа [3]:

2

= ;  = ,

S
S V s

P
p c Cρ

α
µ α τρ κ τρ

α

где постоянные αS > 0, αP > 0 – числа Шмидта и Прандт-
ля.

Дискретизации τ, µ, κ по пространству построим в 
виде [9]:

2

4

2

4

= ; = [ ][ ]; = [ ][ ][ ]

[ ]

S
S V s

Ps

h p c C
C

ρ
α

τ α µ α τ ρ κ τ ρ
α

(используется равномерная сетка по x с шагом h),  
где 

2

2

4

2

[ ]( )

[ ] := 0.

[ ]

s
a d p

C a d p
a d
ρ θ

θ ρ
ρ θ

θ
+ ≥

ρ ε

Для дискретизации по времени применим просто яв-
ный метод Эйлера (за указанными ниже исключения-
ми) с переменным шагом, выбираемым в соответствии 
с условием устойчивости типа Куранта по формуле:

2

*

4

= .

min

|[ ]| [ ]h s

ht
u Cω

∆ β
+

Здесь 0 < α < 1 и 0 < β ≤ 1 — числовые параметры, 
наилучшие значения которых подбирают отдельно в 
каждом расчете. 

Рассмотрим задачу Римана о распаде разрывов и 
возьмем кусочно-постоянные начальные данные:

0 0 0

( , , ),      ;

2

( , , )( )=

( , , ),     > ;

2

L L R

R R R

Xu p x
u p x

Xu p x

 ρ ≤ρ 
 ρ


Значения θ0(x) находят из уравнений состояния. Рас-
четы выполняют до моментов времени tfin; X = 1 —  
в тестах 1, 2; X = 10 — в тесте 3. 

Во всех тестах взять простейшие значения сV = 1 
и αS = αP = 1, кроме тестов 1, в, г и 3, б. Графики по-
строены для двух существенно различных значений N 
и демонстрируют уточнение результатов при сгущении 
сетки; на них по оси абсцисс отложены номера узлов 
для меньшего  N.

Тест 1 посвящен случаю СП газа и взят из  
[11 — 13]; использованы «энтропийные» дискретиза-
ции [ρ]0, [ε]3 вида (2.13).

Заданы начальные данные:

(ρL, uL, pL) = (1; 0,75; 1); (ρR, uR, pR) = (0,125; 0; 0,1);
tfin = 0,2; N = 100, 1200; α = 0,5; β = 0,7 — в случае (а); 

(ρL, uL, pL) = (1; –2; 0,4); (ρR, uR, pR) = (1; 2; 0,4);
tfin = 0,15; N = 125, 500; α = 0,018; β = 0,09 — в случае (б);

(ρL, uL, pL) = (1; 1; 10–6); (ρR, uR, pR) = (1; –1; 10–6);
tfin = 1; N = 50, 200; α = 0,1; β = 0,001; αSc = 30;  

αPr = 0,2 — в случае (в);

(ρL, uL, pL) = (1; –19,59745; 1000);  
(ρR, uR, pR) = (1; –19,59745; 0,01); tfin = 0,012;  

N = 600, 2400; α = 0,7; β = 0,012; αSc = 3 — в случае (г).

В случае (в) γ = 5/3, а в остальных — γ = 1,4. 
Следует обратить внимание на то, что значения 

α в случаях (а), (в) отличаются от α = 0,3; 0,4 в [9], а 
значения αSc в (в), (г) — нестандартны. Для прежних α 
результаты хуже, а для αSc = 1 в варианте (в) удовлетво-
рительных результатов нет. 
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Функции ρ, u, p, ε в моменты времени tfin в случа-
ях (а) — (г) представлены на рис. 1 — 4. В тесте 1, а  
(вариант задачи Сода) одновременно присутствуют 
волна разрежения, контактный разрыв и ударная волна. 
Полученные результаты аналогичны приведенным в  
[13, 9]. 

В тесте 1, б возникают две волны разрежения, дви-
жущиеся от центра области к ее концам. В центре ρ и 
p становятся весьма малыми, но ε не стремится к 0, и в 
расчетах там, как правило, возникает заметный энтро-
пийный след. В нашем случае энтропийный след мал 
даже при небольшом N. Как и в [9], опускание добав-
ка 2

0,25h u p+− δ ⋅δ  в уравнении (2.3) ведет к увеличению 
энтропийного следа в несколько раз. 

Точность результатов при меньшем из двух значе-
ний N в случаях (а), (б) лишь немного ниже, чем в [9], 
и существенно выше, чем для стандартной дискрети-
зации в [10]. 

В тесте 1, в (задача Ноха) происходит столкнове-
ние двух гиперзвуковых потоков холодного плотного 
газа и образование двух расходящихся ударных волн. 
Между ними остается неподвижный газ с постоянны-
ми параметрами. В данном тесте обычно используются 
мелкие шаги ∆t. В нашем случае также пришлось взять  
β = 0,001 как в [13], что хуже, чем в [9] (возможно так-
же β = 0,002 при αSc = 60). Это, как и взятие большого  
αS, согласуется с тем, что свойства равномерной пара-
боличности КГДД системы ухудшаются [5] с ростом  
M 2/ αSc, где M — число Маха, достигающее особенно 
больших значений в случае (в) [13]. 

Для теста 1, г характерен значительный перепад 
давления pL/pR = 105 и для получения качественных ре-
зультатов было взято довольно большое N.

Именно в тесте 1, в, г вместо явного метода был 
взят модифицированный метод Эйлера, точнее, — ме-
тод Эйлера–Коши или Хойна, как и в [9]. Он показал 
заметно лучшие свойства устойчивости. Отметим, что 
в [10] в этих вариантах теста успешные результаты по-
лучены не были. 

Тест 2 взят из [14] и относится к так называемым 
двучленным уравнениям состояния газа, которые мож-
но задать формулами:

2

2

* * *

*

1

( , )= ; ( , )= ( ),

1

V
cp R c cρ ρ

ρ θ ρθ− ε ρ θ θ+ −
γ γρ γ−

где R = (γ – 1)cV , γ > 1, c* > 0, ρ* > 0, cV > 0 – параме-
тры.

«Энтропийные» дискретизации (2.11), (2.12) в дан-
ном случае принимают вид [9]:

2

*

0 3 *

0

1 1

[ ] = ;  [ ] = ln( ; ) ( ).

ln( ; ) [ ] 1

Vc c− + − +
− +

ρ
ρ ε θ θ θ θ + −

ρ ρ γ ρ γ−

Придерживаясь [14], возьмем c* = ρ* = 1, γ = 1,4 и 
три случая начальных данных, приводящих к различ-
ным конфигурациям течений газа: 

(ρL, uL, pL) = (1; 0; 8); (ρR, uR, pR) = (0,125; 0; 0,1);
tfin = 0,075; N = 80, 400; α = 0,5; β = 0,7 — в случае (а); 

(ρL, uL, pL) = (0,8; 0; 10); (ρR, uR, pR) = (1; 0; 0,1);
tfin = 0,1; N = 400, 2000; α = 0,25; β = 0,2 — в случае (б); 

(ρL, uL, pL) = (1; –2; 8); (ρR, uR, pR) = (1; 2; 8);
tfin = 0,07; N = 50, 300; α = 0,3; β = 0,9 — в случае (в).

Тест 2, а, в родственен тесту 1, а, б.
Отметим, что значения α в случаях (а) — (в) отли-

чаются от α = 0,3; 0,5; 0,2 из [9]. Для прежних α ре-
зультаты ухудшаются, и, в отличие от [9], взятия κ = 0 
в случае (а), либо прежнего β, или cV = 10 в случае (б) 
не приводит к успеху. 

Решения в варианте (а) опущены, а в более слож-
ных: (б), (в) — показаны на рис. 5, 6. При меньшем из 
двух значений N они незначительно отличаются от по-
лученных по методу из [9]: в случае (в) при N = 300 
энтропийный след на графике ε заметно меньше, чем 
в [14]. 

Тест 3 связан с классическими уравнениями состо-
яния Ван-дер-Ваальса:

2

( , )= ; = ,

1

V
Rp a c a

b
ρθ

ρ θ − ρ ε θ− ρ
− ρ

где a, b, R, cV — положительные физические постоян-
ные; 0 < ρ < b–1. В нем течения удовлетворяют условию  
pρ(ρ, θ) > 0 (фазовых переходов нет). 

«Энтропийные» дискретизации (2.11), (2.12) в дан-
ном случае таковы [9]:

0

2

3

0

1

=( )( ) ln( ; ) ;

[ ]

1 1

[ ] = ln( ; ) [ ] [ ],

[ ]

V

b b b b b

c a a

− + − +

− + − +

η − η − η − η − +
ρ

  
ε θ θ θ θ − ρ + − ρ  ρ ρ  

при этом первая из формул взята при a = 0 во избе-
жание чрезмерной громоздкости (η = 1/ρ — удельный 
объем). 

Фиксируются параметры a = 1684,54; b = 0,001692; 
R = 461,5; cV = 1401,88, два набора начальных данных и   
tfin  (см. тесты 5, 6 в [15, 9]):

(ρL, uL, pL) = (250; 0; 35966778);  
(ρR, uR, pR) = (166,6; 0; 27114795);

tfin = 0,005; N = 40, 400; α = 0,2; β = 0,5 — в случае (а);

(ρL, uL, pL) = (333; 0; 37311358);  
(ρR, uR, pR) = (111; 0; 21770768);

tfin = 0,0025; N = 60, 600; α = 0,3; β = 0,5;  
αPr = 6 — в случае (б);

В отличие от тестов 1, 2 здесь и параметры те же, 
что и в [9] (в случае (а) в [9] µ ≠0), и результаты прак-
тически идентичны. Чтобы стали заметны небольшие 
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Рис. 1. Тест 1, а — задача Сода. Решение при N = 100 (пунктир) и N = 200 (сплошная линия) для tfin = 0,2
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Рис. 2. Тест 1, б — задача с двумя волнами разрежения. Решение при N = 125 (пунктир) и N = 500 (сплошная линия) для tfin = 0,15
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Рис. 3. Тест 1, в — задача Ноха. Решение при N = 50 (пунктир) и N = 200 (сплошная линия) для tfin = 1
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Рис. 4. Тест 1, г. Решение при N = 600 (пунктир) и N = 2400 (сплошная линия) для tfin = 1
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Рис. 5. Тест 2, б — двучленные уравнения состояния. Решение при N = 800 (пунктир) и N = 2400 (сплошная линия) для tfin = 0,1

10 20 30 40 50

0,5

1

ρ

10 20 30 40 50

-2

-1

0

1

2

u

10 20 30 40 50

2

4

6

8

p

10 20 30 40 50

16

17

18

19

20

ε

Рис. 6. Тест 2, в — двучленные уравнения состояния. Решение при N = 50 (пунктир) и N = 300 (сплошная линия) для tfin = 0,07
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отличия, меньшие из двух значений N взяты в 2,5 раза 
меньше, чем в [9]. Графики ρ, u, p и θ в случае (а) опу-
щены, а в более сложном случае (б) представлены на 
рис. 7. 

Во всех тестах попытки увеличить β обычно ведут 
к потере устойчивости вычислений или точности ре-
шений (в том числе, появлению осцилляций). 

В целом полученные результаты демонстрируют 
конкурентоспособность построенной дискретизации 
КГДД системы с применением специальных «энтро-
пийных» дискретизаций ρ, ε, хотя при экстремальных 
параметрах течений использование КГД системы все 
же предпочтительнее. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект № 13-01-00703), 
и программы «Научный фонд НИУ ВШЭ» (проект  
№ 15-09-0266). 
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