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О целых функциях, принимающих 
вместе со своей производной  
целые рациональные значения  
в точках двумерной решетки
В. А. Подкопаева*, А. Я. Янченко

Изучен класс целых функций, растущих не быстрее exp{γ|z|6/5(ln|z|)–1} и принимающих вме-
сте со своими первыми производными целые рациональные значения в точках положитель-
ной части двумерной решетки общего вида. Показано, что любая подобная функция – либо 
является многочленом с рациональными коэффициентами, либо представляется в виде мно-
гочлена с рациональными коэффициентами от функции ez/q при некотором натуральном q.
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1. Введение.  
Формулировка результатов

Исследование целых функций, принимающих це-
лые рациональные значения в точках некоторого дис-
кретного множества, является традиционной задачей 
теории чисел.

Основным считается результат А. О. Гельфонда 
[1], который затем уточнялся и улучшался в ряде работ 
(подробная библиография приведена в [2]). В них были 
исследованы целые функции, которые либо растут не 
быстрее экспоненты, либо принимают целые значения 
(на заданном дискретном множестве) вместе с боль-
шим числом своих производных.

В настоящей работе исследован класс целых функ-
ций, принимающих целые значения в точках двумер-
ной решетки общего вида вместе со своей первой про-
изводной. При этом каждая такая функция может расти 
существенно быстрее экспоненты.

Обозначим через , , , ,  множества нату-
ральных, целых, рациональных, действительных и 
комплексных чисел.

Положим  + = ∪{0}, 1 1 2 2 1 2{ , , }l v l v l l+ +Γ = + ∈�   
–– часть некоторой фиксированной двумерной решет-
ки 1 2 1 2( , ; / ).v v v v∈ ∈/� �

Обозначим через F класс функций, состоящий из 
целых функций f(z) для каждой из которых найдется 
постоянная γ0 > 0 (зависящая только от v1, v2 и функции 
f(z)) такая, что:

а) для всякого R > 1:
6/5 1
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б) для всякой точки z0∈Г+, z0 = l1v1 + l2v2 числа f (z0), 
f ′(z0) –– целые рациональные. 

Справедливы утверждения.
Теорема 1. Для любой функции f (z)∈F найдет-

ся многочлен P∈[ω1, ω2, ω3], P ≠ 0 такой, что  
P(f (z), f ′(z0), f ″(z0)) ≡ 0 в .

Теорема 2. Пусть  f (z)∈F. Тогда найдутся многоч-
лен P∈Q[ω] и число q∈ такие, что либо f (z) = P(z), 
либо f (z) = P(e(1/q)z).

Фиксируем произвольную функцию f (z) из класса 
F. В дальнейшем будем обозначать через γ1, γ2, ... по-
ложительные постоянные, зависящие только от v1, v2 и 
функции f (z).

Для доказательства теорем 1, 2 потребуется ряд 
вспомогательных утверждений.
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2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть η1 = h1(z), η2 = h2(z), θ0 = g0(z),  
θ1 = g1(z), θ2 = g2(z) — целые функции. Пусть многочле-
ны T0, T1, B∈Q[ω1, ω2, ω3], T2∈Q[ω1, ω2, ω3, ω4], причем 
T0 –– ненулевой многочлен и B(η1, η2, θ0) в . Пусть при 
любом z∈ справедливы равенства:

 

0 1 2 0

1 1 2 0 1 2 0 1

2 1 2 0 1 1 2 0 2

( , , ) 0;
( , , ) ( , , ) 0;
( , , , ) ( , , ) 0.

T
T B
T B

η η θ = η η θ + η η θ θ =
 η η θ θ + η η θ θ =

Тогда найдется ненулевой многочлен R∈Q[ω1, ω2, ω3] 
такой, что R(θ0, θ1, θ2) ≡ 0 в .

Лемма 2 [2]. Пусть n — натуральное; действи-
тельные числа r, R таковы, что 0 < r < R. Пусть  
Bi,r = {zi:|zi| ≤ r}, Bi,R = {zi:|zi| ≤ R} (i = 1, ..., n); A1, ..., An  –– 
конечные множества, Ai ⊂ Bi,r при всех i = 1, ..., n, при-
чем в каждом из Ai содержится не менее t элементов  
(t ≥ 1). Пусть функция 1( ) ( , , )nH z H z z≡ �  голоморфна 
в прямом произведении B1,R × ... × Bn,R и имеет в каждой 
точке из A1 × ... × An нуль кратности по меньшей мере s    
(s ≥ 1). Тогда справедлива оценка:

 1, , 1, ,

max | ( ) | max | ( ) | .
2r n r R n R
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z B B z B B

R rH z H z
r

−

∈ ×…× ∈ ×…×
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Лемма 3. Пусть L –– достаточно большое нату-
ральное, P∈[ω1, ..., ω5] –– ненулевой многочлен, при-
чем для степени и высоты P справедливы оценки:

 
4/5 2 2 1deg (ln ln ) ( 1, ,5), ln ( ) (ln ln ) .

i
P L L i H P L L −

ω ≤ = … ≤

Пусть L1 ≥ L; множества A1, A2 ⊂ {l1v1 + l2v2; l1l2∈

+} 
и в каждом из A1, A2 содержится по меньшей мере  
L2

1 /20 элементов. 
Пусть 1 1 2 2 1 2( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))z P f z f z f z f z f z z′ ′ϕ = +  и 

для любого элемента z– ∈ A1× A2 ϕ(z–) = 0. Тогда:

а) 
2
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б) при всех целых 0 ≤ l1, l2, m1, m2 ≤ L1ln
19/30L1  ϕ(l1v1 + 

+ l2v2, m1v1 + m2v2) = 0;
в) ϕ(z1z2) ≡ 0 в .
Лемма 4. Пусть L∈, L достаточно велико,     

P∈[ω1, ..., ω5]; 
4/5 2deg (ln ln )

i
P L Lω ≤  (i = 1, ..., 5);  

lnH(P) ≤ L2(lnlnL)–1. 
Пусть 

1 1 2 2 1 2( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( )) 0z P f z f z f z f z f z z′ ′ϕ = + ≡/  в 2. 
Пусть при всяком L1>L GL1

 –– множество точек вида   
l1v1 + l2v2  с целыми 0 ≤ l1, l2 ≤ L1, для каждой из которых   
ϕ(l1v1 + l2v2, m1v1 + m2v2) = 0 при всех целых неотрица-
тельных m1, m2 ≤ max{l1, l2}. Тогда количество элемен-
тов во множестве GL1

 меньше, чем L2
1 /2. 

Лемма 5. Пусть T∈Q[ω1, ω2, ω3, ω4]; 0T ≡/  и 
1 1 2 2( ( ), ( ), ( ), ( )) 0T f z f z f z f z′ ′ ≡  в 

2.  Тогда най-
дется ненулевой многочлен B∈Z [ω1, ω2] такой, что 

( ( ), ( )) 0B f z f z′ ≡  в . 
Предложение 1. Пусть gi(z) — голоморфные в  

функции, причем существует постоянная δ1 > 0 та-
кая, что при любом R > 0
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Пусть при всяком натуральном M множество DM 
состоит из тех точек lv— решетки {l1v1 + l2v2, l1l2 ∈ ,  
0 ≤ l1l2 ≤  M}, для каждой из которых g(lv— )∈Q (i = 1, 2, 3), 
причем для высот чисел справедливо неравенство:

6/5
1 2 1 2

1 2
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Лемма 6. Пусть E ⊂  — поле алгебраических 
чисел, P ⊂ [ω] — ненулевой многочлен и P — непри-
водим. Пусть β∈ и β ≠ 0, βn ≠ 1 ни при каком n∈. 
Пусть найдется m∈∪{0} такое, что β–mlP(βl)∈E 
при всяком l∈. Тогда P∈E[ω] и βN∈E при некотором 
N∈.

Справедлива также
Лемма 6.1. Пусть β∈, β ≠ 0 и β — не корень из 

единицы; P[ω]∈[ω]; P ≠ 0 и P — неприводим; m –– 
целое неотрицательное. Пусть при всех целых неотри-
цательных l β–mlP(βl)∈. Тогда при некотором целом d   
βd∈ и m = 0. 

Лемма 6.2. Пусть P∈ [ω], / 0,P∂ ∂ω ≡/  E⊂ — 
числовое поле. Пусть β∈, β ≠ 0 и при любом нату-
ральном l P(lβ)∈E, P′(lβ)∈E . Тогда P(ω)∈E[ω].

3. Доказательство теоремы 1

Пусть натуральное L достаточно велико;  
K = [L4/5(lnlnL)] + 1. Рассмотрим много-

член 3 51 2 4
51 2 3 4

0

K
k kk k k

k
k

P C
=

= ω ω ω ω ω∑  и функцию

1 1 2 2 1 2 ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( )).z P f z f z f z f z f z z′ ′ϕ ≡ +  Справедлива
Лемма 7. Существуют целые, не все равные нулю 

числа 
1 2 3 4 5

 { }k k k k kkC C≡  такие, что при любых целых  
0 ≤ l1, l2, m1, m2 ≤  L  ϕ(l1v1 + l2v2, m1v1 + m2v2 ) = 0. При 
этом при всех k– справедлива оценка

 
2 1(ln ) | | .L L

kC e
−

≤

Пусть 
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))z P f P f z f z f z f z f z z′ ′ϕ ≡ ≡ + —  

функция, построенная в лемме 7. Применив к ϕ(z– ) лемму 
3, найдем, что ϕ(z– ) ≡ 0 в  2. Если 1

1( ) ( ) ( )kii
kP P Pω = ω … ω  

–– разложение в произведение неприводимых, то из го-
ломорфности  f(z) и того, что P(f

– ) ≡ 0 в 2 следует, что 
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найдется неприводимый Pj(ω
– ) с условием Pj(f

– ) ≡ 0 в 


2. Поэтому без ограничения общности P можно счи-
тать неприводимым.

Возможны несколько случаев.
1) ∂P/∂ω5 ≡ 0 Тогда P ≡ P1(ω1, ω2, ω3, ω4) –– ненуле-

вой многочлен и 1 1 2 2( ( ), ( ), ( ), ( )) 0P f z f z f z f z′ ′ ≡  в . 
По лемме 5 найдется ненулевой многочлен B∈Z[ω1, ω2] 
такой, что ( ( ), ( )) 0B f z f z′ ≡  в . 

2) 5/ 0,P∂ ∂ω ≡/

5 5 1 1 2 2 1 2/ ( ) / ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( )) 0P f P f z f z f z f z f z z′ ′∂ ∂ω ≡ ∂ ∂ω + ≡

в 2.
Тогда (в силу неприводимости P) многочлен 

5 5Res ( , / )T P Pω= ∂ ∂ω  удовлетворяет условиям леммы 
5. Поэтому найдется ненулевой многочлен B∈Z[ω1, ω2]  
такой, что ( ( ), ( )) 0B f z f z′ ≡  в . 

3) 
5 4/ ( ) 0,  / ( ) 0P f P f∂ ∂ω ≡ ∂ ∂ω ≡/  в . Дифферен-

цируя дважды равенство P(z–) ≡ 0 по переменной z2, по-
лучим

 
5 1 2 3 2

5 1 2

( ) 0;

/ ( ) ( ) / ( ) ( ) 0

/ ( ) ( ) 0,

P f
P f f z z P f f z
P f f z z A

 =
 ′ ′∂ ∂ω + + ∂ ∂ω =
 ′′∂ ∂ω + + ≡

   (3.1)

(где A –– многочлен с целы-
ми коэффициентами относительно 

1 1 2 2 2 1 2 1 2, , , ,{ ( ) ( ) ( ) ( , ,) ( ) ( ) ( )}f z f z f z f z f z f z z f z z′ ′ ′′ ′+ + ). 

Если 51 2

1 2 5

1 5 3 4 51 2
, ,

( , , ) ( , ) ,
kk k

k
k k k

P Qω … ω = ω ω ω ω ω∑  то 

найдется 0 1 2( , )
k

Q ω ω  такой, что 0 2 2( ( ), ( )) 0
k

Q f z f z′ ≡/  в 

 (в противном случае 5/ ( ) 0P f∂ ∂ω ≡ ).
Рассмотрим функцию

0 2 2 1 1 2 2 1 2
5

( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( )).
k

Ph z Q f z f z f z f z f z f z f z z∂′ ′ ′= +
∂ω  

Тогда (в силу аналитичности f(z)) ( ) 0h z ≡/  в 2. Поэ-
тому найдется точка 0 0

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , )z z l v l v m v m v≡ + +  
(с целыми неотрицательными l1, l2, m1, m2) такая, что 

0 0
1 2( , ) 0h z z ≠  (в противном случае применение леммы 3 

дало бы h(z–) ≡ 0).
Подставив в (3.1) z2 = z2

0 придем к системе вида

0 1 2 0

1 1 2 0 1 2 0 1

2 1 2 0 1 1 2 0 2

( , , ) 0;
( , , ) ( , , ) 0;
( , , , ) ( , , ) 0,

T
T B
T B

η η θ = η η θ + η η θ θ =
 η η θ θ + η η θ θ =  

(где η1 = f(z1), η1 = f ′(z1), θ0 = f(z1 + z2
0),  

θ1 = θ′0 , θ2 =  θ″0 ), которая удовлетворяет условиям лем-
мы 1.

Тогда найдется ненулевой многочлен R ∈ Q[ω1, ω2, ω3] 
такой, что R(θ0, θ1, θ2) в  следовательно и R(f(z), f ′(z), 
f ″(z)) ≡ 0 в .

4) 
5 4/ ( ) 0,   / ( ) 0P f P f∂ ∂ω ≡ ∂ ∂ω ≡/ /  в 2. Дифферен-

цируя равенство ( ( )) 0P f z ≡  по переменной z2, найдем:

2 2
3 4

1 2
5

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0.

P Pf f z f f z

P f f z z

∂ ∂′ ′′+ +
∂ω ∂ω
∂ ′+ + =
∂ω

          (3.2)

Положим 
4( ) / ( ).h z P f= ∂ ∂ω  Пусть при любом L1 > L 

HL1 
— множество точек lv– ≡ l1v1 + l2v2  с целыми  

0 ≤ l1,l2 ≤ L1 для каждой из которых найдется точка  
1 1 2 2mv m v m v≡ +  с целыми m1, m2 такими, что  

0 ≤ m1, m2 ≤ max{l1,l2} и ( , ) 0.h mv lv ≠

Из равенства (3.2) выразим f ″(z2):

3 2 5 1 2
2

4

/ ( ) ( ) / ( ) ( )
( ) .

/ ( )

P f f z P f f z z
f z

P f
′ ′∂ ∂ω − ∂ ∂ω +′′ = −
∂ ∂ω

  (3.3)

Рассмотрим любую точку lv– ∈HL1
 (и соответству-

ющую ей точку 1 1 2 2mv m v m v≡ +). Тогда, подставив в (3.3) z1 = 1 1 2 2mv m v m v≡ +,  
z2 = lv– , найдем, что f ″(lv– )∈, причем для высоты дан-
ного рационального числа справедлива оценка:

6/5 1
4 1 2 1 2ln ( ( )) ( 2) (ln( 2)) .H f lv l l l l −′′ ≤ γ + + + +  

Согласно лемме 4, количество элементов в HL1
 боль-

ше, чем  L2
1 /2. Применив предложение 1 (g1(z) = f(z),  

g2(z) = f ′(z), g3(z) = f ″(z)), получим, что и в этом случае 
найдется ненулевой многочлен P∈[ω1, ω2, ω3] такой, 
что P(f(z), f ′(z), f ″(z)) ≡ 0 в .

Таким образом, теорема 1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Пусть P∈[ω1, ω2, ω3] — многочлен, полученный по 
теореме 1, такой, что R(f(z), f ′(z), f ″(z)) ≡ 0 в . Без огра-
ничения общности можно считать R неприводимым 
многочленом (если R приводим, 1

1 ... mt t
mR R R=  — разло-

жение в произведение степеней неприводимых, то из 
голоморфности функции f(z) следует, что найдется Ri 
такой, что Ri (f

–) ≡ 0). 
Если ∂R/∂ω3 ≡ 0 то R ≡ R1(ω1, ω2) и R1(f, f ′) ≡ 0. 

Если   
3/ 0R∂ ∂ω ≡/  и ∂R/∂ω3(f

–) ≡ 0 в , то, рассмотрев 

31 3( , / )es ,RR R Rω= ∂ ∂ω  найдем, что R1(f, f ′) ≡ 0 в .
Пусть теперь 3/ ( ) 0.R f∂ ∂ω ≡/
Продифференцируем равенство R(f(z), f ′(z), f ″(z)) ≡ 0. 

Получим

 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
R R Rf f z f f z f f z∂ ∂ ∂′ ′′ ′′′+ + ≡

∂ω ∂ω ∂ω

Обозначим

2 3
3 1 2

( ) , ( ) .
R R RQ A∂ ∂ ∂

ω = ω = − ω − ω
∂ω ∂ω ∂ω  

Тогда f ″′(z) = A(f )/Q(f ). Для степени и высоты многоч-
ленов A, Q справедливы оценки: degA, degQ ≤ degR,      
lnH(Q), lnH(A) ≤ 1 + lnH(R) + lndeg(R) или (положив 
t(R) = degR + lnH(R)):
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 {ln ( ), ln ( ) ( );
deg ,deg ( ).

H Q H A t R
Q A t R

≤
≤

Справедлива
Лемма 8. Пусть P∈[ω1, ω2, ω3], ϕ(z) = P(f(z), f ′(z), 

f ″(z)).  Тогда при любом целом неотрицательном s

 
( )

2

( )
( ) ,

( ( ))

s s
s

T f
f z

Q f
=

где Ts∈[ω1, ω2, ω3]; Ts(f), Q(f) — результат подста-
новки в многочлены Ts, Q  ω1 = f(z), ω2 = f ′(z), ω3 = f ″(z).    
При этом deg Ts ≤ degP + 2st(R),

 ln ( ) ln ( ) 9 ( ) 13 ln(deg 2 ( )).sH T H P s t R s P s t R≤ + ⋅ + + ⋅

Пусть теперь γ5 > 0 — постоянная, такая, что при 
всех R > 1

6/5 1
5 (ln )

| | | |
max | ( ) | max | ( ( ), ( ), ( ) | .

R R

z R z R
Q f Q f z f z f z e

−γ

≤ ≤
� ��� ≤

В силу оценки между максимумом модуля и чис-
лом нулей целой функции на круге найдем тогда, что 
существует постоянная γ6 > 0 такая, что число ну-
лей функции Q(f) на круге радиуса R не превосходит  
γ6 R

6/5(lnR)–1. 
Будем обозначать через D множество то-

чек из решетки {l1v1 + l2v2, l1, l2∈

+} для которых  
Q(f)(l1v1 + l2v2) ≠ 0. При каждом натуральном L по-
ложим 1 1 2 2 1 2 1 2{ , , , 0 , }.LD D l v l v l l l l L= ∩ + ∈ ≤ ≤�  
Тогда количество точек во множестве DL не менее, 
чем 2 6/5 1

6 1 2 1 2((| | | |) ) (ln((| | | |) )) .L v v L v v L −− γ + +  Тог-
да найдется постоянная  γ7 > 0 такая, что при всех 
L > γ7 число элементов во множестве DL не менее, 
чем L2/2. При всяком  lv– ≡ l1v1 + l2v2 определим поле 

( ( )).lE Q f lv′′=  Тогда lE   — поле алгебраических чисел 
и [ : Q] deg .lE R≤ < +∞   Согласно лемме 8 f(s)(lv– )∈Q 
при всех lv– ∈D. 

Пусть теперь L достаточно велико. Справедлива
Лемма 9. Пусть K = [L2lnL] + 1, S = L2.   Тог-

да найдутся целые, не все равные нулю числа {Ck1k2
}  

(0 ≤ k1, k2 ≤ K) такие, что для функции

1 2

1 2

1 2, 0

( ) ( )( ( ))
K

k k
k k

k k
h z C f z f z

=

′≡ ∑
 

справедливы равенства h(t)(l1v1 + l2v2) = 0  при всех t = 
=  0, 1, ..., S и любых  l1v1 + l2v2∈DL. При этом 

16/5

1 2
| | .L

k kC e≤
Справедлива
Лемма 10. Пусть L1 ≥ L и при всех l1v1 + l2v2∈DL и 

всех целых неотрицательных s ≤ L2
1  h

(s)(l1v1 + l2v2) = 0. 
Тогда:

а) 
4
1

3/2
1 1

/3

| | ln

max | ( ) | ;
L

z L L
h z e−

≤
≤

б) при всех  l1v1 + l2v2∈DL1
3/2 и при всех целых неот-

рицательных s ≤ L2
1  h

(s)(l1v1 + l2v2) = 0.\
Применяя несколько раз лемму 10 (на первом шаге  

L1 = L), найдем, что на любом фиксированном круге 
|z| ≤ R (R > 0) 

| |
max | ( ) |
z R

h z
≤

 может быть сделан сколь угод-

но малым. Поэтому ( ) ( , ) 0h z P f f ′≡ ≡  в  (где 
1 2

1 2

1 2

1 2
,

k k
k k

k k
P C= ω ω∑  –– ненулевой многочлен, построен-

ный в лемме 9). Выделяя, если нужно, неприводимую 
компоненту, считаем далее Р — неприводимым.

Если кривая, определяемая многочленом P, рода 
больше, чем 1, то по теореме Фальтингса ([4]) число ре-
шений из поля Q уравнения P(ω1, ω2) = 0  конечно, отсю-
да при некоторых целых неотрицательных  l 01, l 

0
2 число 

нулей функции ϕ(z) = f (z) – f (l 01v1 + l 02 v2)  на любом круге  
| z | ≤ R не менее, чем  γ14R

2, что при достаточно больших 
R > 0 противоречит оценке (из условия теоремы 2)

 
6/5 1

0
| |
max ln | ( ) | (ln ) .
z R

f z R R −

≤
≤ γ

Поэтому род кривой, определяемой многочленом P, 
может быть только 0 или 1. Но тогда по теореме Эрми-
та ([5]) f (z) может быть только рациональной функци-
ей либо от z, либо от eαz (α∈, α≠0), либо от эллипти-
ческой функции. Учитывая, что f (z) — целая функция, 
найдем, что либо f (z) = P(z),  либо f (z) = e–mαz P(eαz)  при 
некоторых P∈[ω], α∈\{0}, m∈∪{0}.

Если  f (z) = P(z) и f (z) — не константа, то по лемме 
6.2 ( β = v1)  P∈[ω]. 

Пусть  f (z) = e–mαzP(eαz). Положим 1 2
1 2,  .

v ve eα αβ = β =     
Если бы оба этих числа были корнями из единицы  
( 1 2

1 21, 1,
k kβ = β =  k1, k2∈), то при некоторых d1, d2∈  

 
{ 1 1 1

2 2 2

2
2

;
,

k v id
k v id
α = π
α = π

откуда v1/v2 ∈, что противоречит условию теоремы 2. 
Поэтому, например, β1 не является корнем из едини-
цы.

Применив теперь лемму 6.1 к многочлену P  
(с β = β1), найдем, что P ∈[ω]. Далее, так как 

1 1 2 2( ) ( ) ( / ( ) ) |z z
z lvf lv f l v l v P e eα α
=

′ ′≡ + = ∂ ∂ω α ∈�

при всех lv– (с целыми неотрицательными l1, l2 ), то, при-
меняя лемму 6.1(к многочлену α⋅∂P/∂ω⋅ω), найдем, что   
α⋅∂P/∂ω⋅ω∈[ω]. Отсюда α = p/q.

Для завершения доказательства теоремы 2 теперь 
достаточно применить лемму 6.2.
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