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Новый подход к разрешимости  
задачи Дирихле для нелинейных 
дифференциальных уравнений 
бесконечного порядка
 Г. С. Балашова*

Для разрешимости задачи Дирихле для нелинейных дифференциальных уравнений бесконеч-
ного порядка предложен дифференциальный оператор бесконечного порядка в виде суммы 
двух дифференциальных операторов бесконечного порядка, один из которых является глав-
ным, а другой – ему подчиненным. В основе их сравнения положено соотношение пространств 
Соболева.
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Ранее разрешимость задачи Дирихле для диф-
ференциального уравнения бесконечного порядка в 
ограниченной области была установлена с помощью 
предельного перехода при m → ∞ решений уравнений 
конечного порядка 2m, левая и правая части которых 
представлены частичными суммами правых и левых 
частей исходного уравнения (см. [1]). 

В настоящей работе предложен новый  подход,  
использующий представление дифференциального 
оператора бесконечного порядка в виде суммы двух 
операторов, один из которых главный, а другой ему 
подчиненный, в то время как оба оператора бесконеч-
ного порядка.  

Итак, исследуем разрешимость задачи Дирихле для 
дифференциального уравнения бесконечного поряд-
ка  в некоторой ограниченной области 

, 1,

rG R rν⊂ ν ≥  
с границей Г, левая часть которого — эллиптический 
оператор L1 с возмущением L2.
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Так  как  оба оператора L1 и L2 имеют бесконечный по-
рядок, потому в основу их сравнения положено сравне-
ние пространств, являющихся областями определения 
данных  операторов.

Определение

Дифференциальный оператор L1 называется глав-
ным по сравнению с оператором L2, в дальнейшем на-
зываемым подчиненным, если пространство
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где аα ≥ 0, p > 1 — некоторые действительные числа; 
p⋅  — норма в пространстве Лебега 

( )p GL , соответ-
ствующее оператору L1, компактно вложено в простран-
ство 

( )

{ , } GW b p∞
α , соответствующее оператору L2.

Теоремы вложения таких пространств получены 
автором в [2], [3]. Правая часть уравнения (1) принад-
лежит пространству
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здесь 
,  ( ) ( )
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Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) Aα(x, ξγ), Bα(x, ξγ) — непрерывные функции аргу-

ментов x∈G и всевозможных ξγ, γ≤α, такие что 
для любых x∈G, ξγ и ηα справедливы неравенства:
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где a0 > 0,  b0 > 0, aα ≥ 0, bα ≥ 0 — некоторые числовые  
последовательности; δ1, δ2, δ3, K — положительные 
постоянные, не зависящие от m.
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шением задач:

1 2

( ) ( ( ) ( )) 0, 0 1;

( ) | 0, | | 0,1, ,

L u t L u h x t
D u xω

Γ

+ − = ≤ ≤

= ω = …

имеет место априорная оценка 
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задача (1), (2) имеет по крайней мере одно обобщенное  
решение.

Пример
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p > 1, λ∈R — параметр.
Отметим, что оператор L(u) таков, что из известных 

результатов [4] не следует разрешимость этой задачи. 

Условия 1) — 2) теоремы 1 достаточно легко прове-
ряются. Выполнение условия 3) следует из условия 
компактного вложения пространства 
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 и результатов работы [4]. Для

 априорной оценки (2) должно быть выполнено нера-
венство δ2 – δ3δ42

p+1 > 0, где в рассматриваемом при-
мере δ2 = δ3 = 1, 
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последовательность основных индексов при выпуклой 
регуляризации посредством логарифмов последова-
тельности:
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Поэтому при λ < 2–(p+3) задача (4), (5) имеет по 
крайней мере одно решение при любой правой части 
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Для линейной задачи Дирихле с подчиненными 

членами
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установлена Фредгольмова  разрешимость.
Теорема. 2. Пусть выполнены следующие условия:
1. Существуют постоянные 0 < δ1 ≤ δ2, δ3 > 0 

и последовательности a0 > 0, aα ≥ 0,  b0 > 0, bα ≥ 0, 
α = 1, 2, ..., такие, что для всех x∈G и всех α
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для всех vλ(x), являющихся решениями однородной за-
дачи
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Причем, если задача (8) имеет только нулевое реше-
ние, то задача (6), (7) имеет единственное решение при 
любой правой части 
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имеет только нулевое решение. Таким образом, при вы-
полнении условия (9) задача (6), (7) имеет единственное 
решение при любой правой части 
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