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mathematical statistics. As is known, if the initial quantities have the same distribution, their sum will be a binomial quantity.
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Пусть ξ1, ξ2, ξ3 — независимые бернуллиевские слу-
чайные величины, принимающие значение единицы с 
вероятностью pi и нуля с вероятностью qi = 1 – pi для ξi, 
i = 1, 2, ..., n, соответственно. 
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Теорема 1. Пусть α1 > 1 — произвольная постоян-
ная, а α2 > 1 выбирается так, чтобы 1/α1 + 1/α2 = 1. 
Тогда если выполнены два условия:
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Теорема 2. Пусть произвольные постоянные γ, μ1, 
μ2 таковы, что 1 2 1 20,5 1;  0;  0; 1.< γ < µ > µ > µ +µ =
Тогда если выполняются условия
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то будут справедливы оценки
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Следствие. Если выполнены условия соответствую-
щих теорем, то справедливы оценки
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Доказательство теорем 1, 2. Пусть t > 0 — не-
который числовой параметр и ηi = ξi – pi. Ясно, что  
P(ηi = qi) = pi, P(ηi = – pi) = qi и математическое ожида-
ние Eηi = 0. Очевидно, ( )ei it tp t

i iEe p e qη −= + .
Определим функции распределения сопряженных  

случайных величин iη�  следующими равенствами:
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В последнем равенстве имеется в виду интеграл Ле-
бега – Стилтьеса, тогда из (7) получим 
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Легко проверить, что
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откуда следует равенство

( )
( )

( ) ( )

1

exp

exp ,

n

n

n
t

i i
n i

n
n n

n n
n ES

DS

p e q
S

P p
n t np ES

t DS v dF v

=

+∞

ε −

+
 − ≥ ε = ×     + 

× −

∏

∫
�

�

�

� �             (8)

где 
1

; ,
n

n i n n
i

S ES DS
=

= η∑� � ��  — математическое ожидание

и дисперсия nS� ; 

( ) ( )( )/ .n n n nF v P S ES DS v= − <� � ��

Поскольку подынтегральное выражение в (8) неот-
рицательно, то выбираем t > 0 таким, что выражение, 
стоящее в нижнем пределе интеграла в правой части 
(8), будет не больше нуля. Получим, что правая часть 
(8) оценивается для всех таких t снизу аналогичным 
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выражением правой части (8) с нулевым нижним пре-
делом интеграла. Аналогично, выбирая t > 0 таким, 
чтобы нижний предел интеграла был не меньше нуля, 
получим, что правая часть (8) оценивается сверху для 
всех таких t правой частью (8) с нижним нулевым пре-
делом интеграла. Это основная идея получения ниж-
них и верхних оценок.

Поскольку pi + qi = 1, то
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поэтому справедливы неравенства
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Выберем t1 и t2 такими, чтобы
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Понятно, что t1 > 0, t2 > 0, если 1 .npε < −  Таким обра-
зом, из (8) и (9) получим 
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где t1 определено в (10) и
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где t2 определено в (11).
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где А = 0,5583 [1, 2]. 
Оценим интеграл в (12):
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и, аналогично, интеграл в (13):
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В последних оценках использованы известные 
оценки отношения Милса [3, с. 144]. Поскольку ин-
тересны только малые положительные значения ε, то, 
пусть ( )0 1 / 2np< ε − , тогда будут справедливы ра-
венства
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Получим нижние оценки для вероятностей
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Из (9) и (19) заключим, что знаменатель дроби пе-
ред интегралом (12) оценивается сверху следующим 
образом:
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Очевидно, что правая часть неравенства (12) долж-
на быть больше нуля (для нетривиальных оценок). Это 
условие будет выполнено, если правая часть неравен-
ства (15) также будет положительной. Последнее вы-
полняется, если
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Используя (19) и последнюю оценку, получим, что 
(21) заведомо выполняется, если
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Последнее неравенство справедливо, если ε доста-
точно мало, а дисперсия DSn достаточно велика. На-
пример, ( )1 1 npε < θ − , где
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а постоянные α1 > 0, α2 > 0 такие, что 1/α1 + 1/α2 = 1. 
Очевидно, что последние неравенства справед-

ливы, если выполняются условия (i) и (ii) теоре- 
мы 1. Воспользуемся (14), (15), (17), (19) для получе-
ния точной нижней оценки интеграла в (12). Поскольку
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Собрав воедино оценки (18), (20), (22) из (12), полу-
чим оценку (1).

Перейдем к доказательству верхних оценок той же 
вероятности. Воспользуемся неравенством (13). Из 
(11) имеем:
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где χ(ε) определено в (5), поэтому
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Для того чтобы получить нетривиальные верхние 
оценки, найдем условия, при которых

( ) ( )2

0

exp .n nt DS v dF v
+∞

− ≤ γ∫ � �                (27)

где γ — постоянная из условия теоремы 2.
Из (16) следует, что для выполнения (27) достаточ-

но, чтобы

( )2 2
2 2

/ 2 2
.

2 2 2 nn n

A
DSt DS t DS

π
+ ≤ γ

π − + π +� �

Наконец, для выполнения последнего неравенства

достаточно, чтобы
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Правая часть (28) должна быть неотрицательной, 
что действует для 0,5 < γ < 1 (из условия теоремы 2). 
Заметим, что (28) выполняется, если оба слагаемых в 
левой части достаточно малы. Если  ( )1 / 2npε < − , то
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Исходя из последней оценки и правой части (25), 
сделаем вывод, что (28) выполняется, если  

( ) ( ) ( )
( )

1

2

4 ( 1 ) 2 2 ;

4 2 / 2 ,

nn

n

A p p

A DS

ε − − ε ≤ µ γ π − π

π ≤ µ γ π − π

где μ1, μ2 определены в условии теоремы 2. Последние 
неравенства будут справедливы, если выполняются ус-
ловия (j), (jj) теоремы 2.

Получим верхнюю оценку интеграла. Из (24), (25) 
следует, что ( )2 2

2 2 3nt DS t ≥ ε Λ�  и ( )2 4nDS t ≥ Λ� , (Λ3, Λ4

определены в (4), (6)). Из последних неравенств и (16)  
очевидно, что

( ) ( )
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3 3
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π
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Λπ− ε Λ + π + ε Λ

∫ � �

Таким образом, из неравенства (13), используя по-
следнее неравенство, а также (23), (25), (26), можно вы-
вести первое утверждение теоремы 2.

Для того чтобы доказать вторые утверждения тео-
рем 1 и 2, следует вместо сопряженных функций рас-
пределения (7) взять другие функции распределения

( ) ( ) , 0,  1,..., ,
i xtp

tu
i it

i i

eF x e dP u t i n
p e q

−
−

−
−∞

= η < > =
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откуда вместо (8) получим
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Учитывая, что 0,nES <�  выбирая t > 0 так, чтобы и 
верхний предел интеграла в последнем равенстве был 
больше нуля, заменив для таких t верхний предел на 
нуль, найдем нижнюю оценку нужной вероятности. И, 
наоборот, выбрав t > 0 так, чтобы верхний предел ин-
теграла был меньше нуля, заменив для таких t верхний 
предел нулем, вычислим верхнюю оценку той же веро-
ятности. Проведя выкладки, почти дословно повторя-
ющие приведенное доказательство, перейдем к утвержде-
нию о справедливости вторых частей теорем 1, 2. 

Заметив, что справедливо очевидное равенство

,

n
n

n n
n n

S
P p

n
S S

P p P p
n n

 
− ≥ ε = 

 
   = − ≤ −ε + − ≥ ε   
   

придем к заключению о справедливости следствия.
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