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Марковский подход к построению моделей взаимодействия  
шероховатых поверхностей
Ю.А. Горицкий, К.В. Гаврилов, И.А. Мигаль 
Взаимодействие шероховатых поверхностей определяет многие процессы в электротехнике, теплотехнике, машиностроении, авто-
мобильной промышленности, двигателестроении и других отраслях. Рельеф шероховатой поверхности представляет случайную по 
пространству функцию. Показано, что изменение шероховатых поверхностей в ходе их контактного взаимодействия можно анали-
зировать с помощью теории марковских процессов. В рамках существующих моделей эта задача не решается. 
Предложен подход, при котором каждая из двух поверхностей представляется совокупностью выступов. Каждый выступ описы-
вается своим случайным состоянием (совокупностью выбираемых параметров), а каждая поверхность — распределением вероят-
ностей на множестве состояний. При взаимном движении поверхностей происходит взаимодействие выступов, и его результат 
для двух выступов выглядит как известная двумерная функция взаимодействия. Состояние фиксированного выступа в следую-
щий момент определяется предыдущим состоянием и случайным воздействием выступа другой поверхности. Если воздействия 
независимы, то процесс изменения состояния можно считать марковским. 
Для распределения вероятностей справедлив рекуррентный пересчет во времени. Пересчитывая распределения, получим изменяю-
щиеся во времени распределения, по которым найдем нужные характеристики взаимодействия, такие как средние площадь контакта 
и высота выступов, сила трения, износ и др. Выбирая различные варианты того, что есть состояние выступа и что есть функция 
взаимодействия, получим модели различной сложности и различной точности. 
Идея сведения к марковской модели показана на простой дискретной схеме и обобщена. Подход применяется к анализу процесса трения, 
режиму усталостного разрушения с учетом смазки, возникающему в результате многократного контакта выступов. Приведен расчетный 
пример эволюции поверхностей, разделенных слоем смазки. Оценены технические характеристики, как функции пути трения и нагрузки. 
Ключевые слова: взаимодействие выступов, распределение состояний, марковский процесс, рекуррентный пересчет распределе-
ний, уравнение Колмогорова–Феллера, режим усталостного разрушения, шероховатые поверхности.
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Markov Approach to Constructing Rough Surfaces Interaction Models

Yu.A. Goritsky, K.V. Gavrilov, I.A. Migal′
Interaction of rough surfaces determines many processes in electrical engineering, thermal engineering, machinery construction, motor vehicle 
industry, engine technology, and other industries. Rough surface relief is a space random function. It is shown that the change in rough surfaces 
that occurs during their contact interaction can be analyzed using the theory of Markov processes. Noteworthy is that this problem is not solved 
within the framework of existing models.
An approach in which each of two surfaces is represented by a set of protrusions is proposed. Each protrusion is described by its random state (a 
set of selected parameters), and each surface is described by a probability distribution in the set of states. When the surfaces move with respect 
to each other, the protrusions interact with one another, and the result of this interaction for two protrusions looks as a known two-dimensional 
function of interaction. The state of a fixed protrusion in the next moment is determined by its previous state and a random effect of the protrusion 
on the other surface. If these effects are independent, the state alteration process can be considered to be a Markovian.
Recurrent recalculation in time is valid for probability distributions. Recalculating the distributions, we obtain time-varying distributions, 
from which the desired characteristics of interaction are obtained, such as the average contact area, average height of protrusions, friction 
force, wear, etc. Choosing different options of what is understood to mean the protrusion state and the interaction function, the models of 
different complexity and precision are obtained.
The idea of bringing the interaction to a Markov model is illustrated on a simple discrete scheme with subsequently generalizing it. The approach 
is applied to analyzing a friction process and a fatigue failure (taking lubrication into account) that results from the protrusions repeatedly coming 
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Введение

Взаимодействие шероховатых поверхностей опре-
деляет многие процессы в электро-, теплотехнике (при 
передаче электрической и тепловой энергии через под-
вижные и неподвижные контакты), машиностроении, 
автомобильной промышленности, двигателестроении 
(в процессах контактного взаимодействия, трения, 
смазки и износа) и многих других отраслях, определя-
ющих работоспособность и ресурс основных трибосо-
пряжений узлов и агрегатов [1 — 4]. 

Цель статьи состоит в том, чтобы показать, что из-
менение шероховатых поверхностей в ходе их контакт-
ного взаимодействия можно анализировать с помощью 
теории марковских процессов. 

Характеристики взаимодействия зависят, в первую 
очередь, от микрогеометрии поверхностей, физических 
характеристик материалов, а также режимных и сило-
вых факторов [5, 6]. Рельеф шероховатой поверхности 
представляет случайную по пространству функцию. Во-
просы взаимодействия контактирующих поверхностей 
наиболее активно рассматриваются в механике [5, 7, 8] 
и обусловлены процессами трения и изнашивания. Из-
вестно, что процесс взаимодействия — сложный про-
цесс физико-химической и молекулярной механики, и 
описать его, не прибегая к ра-зумным упрощениям, не 
представляется возможным, поэтому широкое распро-
странение получили различные модели процесса тре-
ния [7, 9, 10]. Существующие методы несовершенны, и 
работа в этом направлении продолжается. 

Большинство методов анализа основано на функ-
циях, случайных по пространственному аргументу. 
Используются гауссовские функции, начиная с [11], 
а также функции, составленные из выступов опреде-
ленной формы таким образом, чтобы иметь заданный 
закон распределения высот. Этот подход впервые пред-
ложен в [12]. Анализируются формы выступов в виде 
столбиков, полусфер, клиньев и т. д. [13, 14]. Важной 
инженерной задачей является расчет изменения по-
верхностей в процессе трения и соответствующих 
характеристик трения. Существующие модели трения 
эту задачу не решают. 

Предложен подход, при котором каждая из двух по-
верхностей представляется совокупностью выступов. 
Каждый выступ описывается своим случайным состояни-
ем (совокупностью выбираемых характеристик, например, 
высотой и радиусом кривизны вершины). Каждая поверх-
ность выглядит распределением вероятностей на множе-
стве состояний. При взаимном движении поверхностей 
происходит взаимодействие элементарных выступов, и его 
результат для двух выступов описывается известной дву-
мерной функцией взаимодействия. Состояние фиксиро-

ванного выступа в следующий момент определяется пре-
дыдущим состоянием и случайным воздействием выступа 
другой поверхности. Если воздействия независимы, то 
процесс изменения состояния можно считать марковским, 
а его изменение описывается разностными, дифференци-
альными или интегро-дифференциальными уравнениями  
(в зависимости от сделанных предположений). Рекуррент-
но пересчитывая распределения, получим изменяющиеся 
во времени распределения, по которым определим нуж-
ные характеристики взаимодействия. Выбирая различные 
варианты того, что есть состояние выступа и функция вза-
имодействия, найдем модели различных сложности и точ-
ности. Такой подход к анализу взаимодействия поверхно-
стей (в частности, для трения) в литературе не описывался, 
исключение составляют работы [15 — 19]. Данная работа 
развивает и обобщает предыдущие.

Идея сведения к марковской модели показана на про-
стой дискретной схеме. Каждая из поверхностей состоит 
из выступов, расположенных «стройными рядами» на 
одинаковом расстоянии друг от друга. Расстояния одина-
ковы на двух поверхностях, взаимное движение происхо-
дит дискретно: сдвиг, взаимодействие, сдвиг, взаимодей-
ствие и т. д. Состоянием выступа является его случайная 
высота, меняющаяся под воздействием выступов другой 
поверхности. Процесс изменения состояния является це-
пью Маркова, если возмущения случайны и независимы. 
Вся поверхность характеризуется распределением веро-
ятностей на множестве высот выступов. Для распределе-
ния вероятностей справедлив рекуррентный пересчет во 
времени. По распределению высот определяют такие ха-
рактеристики поверхности, как площадь контакта, сред-
няя высота выступов, сила трения, износ и др., так что 
можно оценивать изменение поверхности во времени и 
характеристики взаимодействия.

Предполагается, что расположение выступов слу-
чайно,  характеристики расположения для двух поверх-
ностей различны, взаимное движение непрерывно. Со-
стояние выступа — многомерная случайная величина 
(высота, радиус кривизны вершины выступа, темпера-
тура). Состояние меняется под воздействием выступов 
другой поверхности, причем высота играет особую 
роль, поскольку выступы взаимодействуют только при 
условии контакта. При некоторых предположениях 
процесс изменения состояния считается марковским. 
Для распределения процесса справедлив рекуррент-
ный пересчет во времени. По распределению можно 
оценить технические характеристики.

Указанный подход применялся к анализу режима 
усталостного разрушения, возникающего в результате 
многократного контакта выступов. Нагрузка предпола-
галась постоянной. Усталостное разрушение модели-

in contact with one another. An example of numerically analyzing the evolution of surfaces separated by a lubricant layer is given. The technical 
characteristics as functions of friction path and load are estimated.
Key words: interaction of protrusions, distribution of states, Markov process, recurrent recalculation of distributions, Kolmogorov–Feller 
equation, fatigue failure mode, rough surfaces.
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руется тем, что при контакте выступов с малой вероят-
ностью происходит отрыв частицы, и высота выступа 
уменьшается на случайную величину.

Приведен расчетный пример эволюции поверх-
ностей (распределений), разделенных слоем смазки. 
Оценены технические характеристики как функции 
пути трения и нагрузки и износ коренного вкладыша 
коленчатого вала дизельного двигателя.

Простая дискретная модель

В работе [15] предложена модель изменения по-
верхности во времени. Поверхность представляется 
совокупностью выступов со случайными высотами (и 
с весьма плоскими вершинами), расположенными на 
расстоянии ∆s вдоль линии движения (рис. 1). 

Движение — дискретное: за один шаг с интервалом   
τ = ∆s/V идет продвижение со скоростью V на один эле-
мент ∆s и взаимодействие противолежащих выступов. 
Высота ξ выступа нижней поверхности  подвергается 
воздействию движущихся выступов со случайными не-
зависимыми высотами η верхней поверхности. Результат  
ξk(n + 1) взаимодействия на шаге n + 1 элемента с номе-
ром k зависит от ξk(n) и уровня ηk–1(n) соседнего элемента:

1( 1) ( ( ), ( )).k k kn n n�� � � � � �

Зафиксируем любой элемент с номером k и упро-
стим запись:

1 ( , ).n n n�� � � � �                          (1)
Если считать последовательность ηn, n = 0, 1, 2, ...  

независимыми случайными величинами, то после-
довательность ξn, n = 0, 1, 2, ... является марковской. 
Учитывая, что не только верхняя последовательность   
ηn действует на нижний выступ с высотой ξn, но и на 
любой фиксированный выступ верхней поверхности с 
уровнем ηn действует последовательность ξn, то мож-
но для любого элемента верхней поверхности записать 
аналогично:

1 ( , ).n n n�� � � � �                           (2)

Функции Φ и Ψ задают механизм взаимодействия 
двух выступов. Их выбором  можно реализовать различ-
ные схемы взаимодействия. Эти два общих соотноше-
ния определяют марковские последовательности {ηn} 
и {ξn} изменения высот и эволюцию соответствующих 
распределений pn(x) и qn(y). Введя дискретизацию по 
уровню вершин выступов, получим простую цепь Мар-
кова со следующим пересчетом распределений:

1
1

( , );
( , ),

n n n
n n n

p p q
q q p

� �

� �

� � �
� � �                         (3)

где Πξ, Πη — матрицы переходных вероятностей, зави-
сящие от распределений и функций Φ и Ψ преобразова-
ния; pn, qn — векторы-строки распределений. 

Элементы матриц (вероятности перехода из x в y) в 
общем виде для ξn в (1) определяют так:

� �
� �

1

: ( , )

( , ) |
( , ) ( ).

n n n

n n
z x z y

x y P y x
P x y q z
� �

� �

� � � � � � �

� � � � � �               (4)

Аналогично для ηn в (2):

� �
� �

1

: ( , )

( , ) |
( , ) ( ).

n n n

n n
z x z y

x y P y x
P x y p z
� �

� �

� � � � � � �

� � � � � �             (5)

Если предельные распределения p* и q* существу-
ют, получим их из системы нелинейных уравнений:

* * *

* * *
( , );
( , ).

p p q
q q p

�

�

� � �

� � �

Идея проследить эволюцию процесса по схеме (1), (3) 
была детализирована и реализована в виде моделирую-
щей программы взаимодействия выступов, результаты 
которой описаны в [15, 16]. Принятые там функции пре-
образования Φ и Ψ отражают процесс упругих и пласти-

Рис. 1. Модельная поверхность и схема сдвига
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ческих деформаций под действием постоянной нагрузки, 
а также усталостное разрушение. Реа-лизация модели на 
ЭВМ позволяет по физическим свойствам материалов, 
характеристикам исходной шероховатости и приложен-
ного нормального давления оценивать во времени ха-
рактеристики трения. Применение и работоспособность 
такого подхода продемонстрированы в [17 — 19]. 

С помощью описываемой модели эволюция распре-
делений наблюдается не имитационным моделирова-
нием, а обычным для марковских процессов пересче-
том распределений, аналогичным (3). 

Обобщение модели

Предполагается, что взаимное движение непрерыв-
но, расположение выступов случайно, характеристики 
расположения для двух поверхностей различны. Со-
стоянием ξ выступа поверхности (условно нижней) бу-
дем считать двумерную случайную величину (размер-
ность ее нетрудно увеличить)

 ξ = (ξ1, ξ2),

где ξ1 — высота; ξ2 — другой параметр, например, ра-
диус кривизны вершины. 

Компонента ξ1 играет особую роль, поскольку факт 
взаимодействия выступов определяется их пересече-
нием. Состоянием η выступа на другой (условно верх-
ней) поверхности будем считать аналогично:

η = (η1, η2).

Зафиксируем любой выступ нижней поверхности. 
Он подвергается воздействию потока движущихся 
выступов верхней поверхности со случайными рас-
положениями и высотами. Учтем, что взаимодействие 
выступов (в результате механического контакта) про-
исходит только между самыми высокими выступами, 
доля которых составляет единицы процентов. Учтем 
также, что поток выходов случайного процесса за не-
который высокий уровень х (т. е. когда вероятность 
превышения уровня х мала) является приближенно пу-
ассоновским. Эти обстоятельства позволяют принять 
предположение о том, что поток контактов (взаимодей-
ствий) для выступа с уровнем ξ1(t) = x1 является пуассо-
новским, т. е. параметр λη(x1, t) потока равен среднему 
числу событий в единицу времени: 

� �1 1 1( , ) ( , ),x t V s F x t� � �� � �                  (6)

где Δsη — среднее расстояние между выступами верхней 
поверхности; V — скорость проскальзывания; V/Δsη — 
количество проходящих выступов за единицу времени; 
Fη1(x1, t) — условная вероятность контакта, равная функ-
ции распределения случайной величины η1(t). 

Действительно,
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Для безусловной вероятности контакта по формуле 
полной вероятности (с учетом условия η1(t) = x1) полу-
чим:
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где p1(x1, t), q1(y1, t) — распределения первых компо-
нент η1(t) и η1(t).

Безусловную вероятность можно вычислить иначе:
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где pδ(z, t) — распределение δ(t). 
Последний интеграл равен

0
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Если моменты контактов t1, t2, ..., tk, ... пуассоновские и 
соответствующие состояния η(t1), η(t2), ..., η(tk), ... неза-
висимы, то процесс ξ(t) является двумерным марков-
ским со скачками. Весьма существенно, что моменты 
контактов определяются только высотами, и, потому, 
распределениями 

1 1 ξ 1 2 2

1 1 1 2 2

( , ) ( , ; ) ;

( , ) ( , ; ) ,

p x t p x x t dx

x t q x x t dxq �

�

�
�
�

                (7)

где pξ(x1, x2; t), qη(x1, x2; t) — распределения двумерных 
случайных величин ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)) и η(t) = (η1(t), η2(t)). 

В силу предполагаемой пуассоновости, условная 
вероятность для выступа с уровнем высоты ξ1(t) = x1  
получить контакт за малое время Δt равна

1( , ) ( ).x t t t�� � � � �

Для ξ1(t + Δt) при условии ξ1(t) = x1 запишем:
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где ξt, ηt — упрощенные обозначения для ξ(t), η(t); 
ΔW(ξt, ηt) — скачкообразное изменение состояния, слу-
чайная величина (в нашем случае двумерная, завися-
щая от результата взаимодействия выступов с состоя-
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ниями ξt, ηt) c распределением 1 2 1 2( | ) ( , | , )h y x h y y x x�  
перехода из x = (x1, x2) в y = (y1, y2). 

Для марковских процессов со скачками при Δt → 0  
для плотности pξ(y, t) справедливо уравнение Колмого-
рова–Феллера:
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которое в двумерном случае запишем в виде:
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   (8)

где p1(x1, t) вычислим по (7). 
Подобные  рассуждения  можно привести для лю-

бого выступа верхней поверхности и записать соотно-
шение, аналогичное (8):
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     (9)

где q1(x1, t) определяется по (7), а параметр потока  
λξ(y1, t)

ξ 1 1( , ) ( ) ( , ),y t V s T x t� �� � �

где Δsξ — среднее расстояние между выступами ниж-
ней поверхности; Tξ(x1, t) — вероятность контакта (при 
условии η1(t) = x1), причем 1 – Tξ(x1, t) — функция рас-
пределения ξ1(t): 

1

1 1 1 1 1

1 1 1

( , ) { ( ) ( ) | ( ) }

{ ( ) } ( , ) .
x

T x t P t t t x

P t x p z t dz

�
�

� � � � � � �

� � � � �

Однако, поскольку уравнения (8), (9) придется ре-
шать численно, перейдем к дискретизации по времени. 
Рассмотрим значения процесса в дискретных точках с 
шагом Δt. Пусть Δt настолько малая величина, что ве-
роятностью для любого выступа получить более одно-
го воздействия можно пренебречь. Обозначим tn = nΔt,  
ξn = ξ(tn), ηn = η(tn), n = 0, 1, 2, ... . При условии ξn = x1 
запишем:
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       (10)

Аналогично, при условии ηn = x1 :
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       (11)

Здесь величины ξn, ηn  и функции Φ, Ψ, ΔW двумерны.
Для последовательности {ξn} вероятности перехода 

определяются (4):
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однако размерность входящих обозначений измени-
лась, а именно:
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      (13)

Первая из формул (3) пересчета pn+1 = pnΠξ(qn, Φ)  
принимает вид:
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Для последовательности {ηn} вероятности перехода 
определяются по (5):
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с учетом (13). Вторая из формул (3) пересчета  
qn+1 = qnΠη(pn, Ψ)  примет вид:
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Формулы (14), (16) в сочетании с (12), (15) отра-
жают преобразование состояний контактирующих по-
верхностей в общем виде. 

Процесс трения: модель режима  усталостного 
разрушения с учетом смазки

Режим без учета смазки. Модель для этого весь-
ма важного режима усталостного разрушения при по-
стоянной нагрузке рассмотрена в [19]. Предполагает-
ся, что процесс усталостного разрушения приводит к 
тому, что при многократных контактах выступов про-
исходит отрыв частицы материала, и высота выступа 
уменьшается на некоторую случайную величину Wξ. 
Состоянием выступа считается одномерный пара- 
метр — высота (точнее, уровень вершины). Соотноше-
ние (10) примет вид (с точностью о(Δt)):
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если ξn = x, то
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Эта означает, что если контакт происходит, т. е. ве-
личина контактного пересечения δn = ξn – ηn > 0 (веро-
ятность этого события λη(x, tn)Δt), то с вероятностью   
PWξ

 происходит разрушение, т. е. уменьшение высоты 
на величину Wξ, εξn

(δn) является случайной величиной.
Параметр потока

( , ) ( ) ( , )n nx t V s F x t� � �� � �

в соответствии с (6) при x1 = x. Величина hn сближе-
ния поверхностей вводится для обеспечения условия 
постоянства силы сопротивления постоянной внешней 
нагрузке (эта величина является функционалом от рас-
пределений pn и qn). С уменьшением высоты сила со-
противления падает, и под действием постоянной нор-
мальной нагрузки поверхности сближаются. Для целей 
симметрии сближение обеспечивается половинной ве-
личиной для каждой поверхности. Прибавление кон-
станты hn/2 сдвигает распределение (n + 1)-го момента, 
поэтому удобно сделать марковский пересчет без ее 
учета, а затем сдвинуть распределение. Соотношение 
(11) примет вид, аналогичный (17) (с очевидным отли-
чием в знаках приращений). В [10] проанализирована 
данная схема, выведены переходные вероятности для 
цепей Маркова ξn и ηn, получены соотношения пере-
счета pn в pn+1 и qn в qn+1. Там же выведена формула для 
сближения hn. Кроме того, в [10] решен вопрос опре-
деления дискретности пути трения ΔL при пересчете 
распределений.

Учет влияния смазки. Предполагается, что влия-
ние смазки [20] состоит в следующем:

● наличие смазки в зазоре двух контактирующих 
тел в результате действия нагрузки приводит к появ-
лению поля гидродинамических давлений и, соответ-
ственно, возникновению реакции смазочного слоя, 
которая противодействует внешней нагрузке, и потому 
нагрузка в смазанном контакте контртел снижается;

● смазка «раздвигает» поверхности, и количество 
контактов (доля поверхности контакта) уменьшается;

● молекулярная (адгезивная) составляющая силы 
трения твердых тел исчезает;

● сближение поверхностей в некоторый момент за-
канчивается, равно как и износ, поскольку наступает 
гидродинамический режим трения, обусловленный 
уменьшением шероховатости. 

Наступление гидродинамического режима оцени-
вается по критерию λ, [5, с. 275]:

λ = hmin/(Rz1 + Rz2),

где Rz1, Rz2 — параметры шероховатости рабочих по-
верхностей. 

При λ > 3 наступает гидродинамический режим 
трения, износ заканчивается. 

Определение начального сближения d0. Перед 
началом вычислений механического контакта еще нет, 
d велико, Pk(d) = 0. При сближении (уменьшении d) 
увеличивается доля Pk(d) контактов, а также и упругая 
противодействующая сила Fупр(d), если Fупр(d) + Fсм(d) <  
< FH , то сближение продолжается до момента равенства

упр 0 см 0( ) ( ) ,НF d F d F� �

причем 

Fупр(d) = Pk(d)ScMδE, Fсм(d) = (1 – Pk(d))Sσcм, 

где d — расстояние между поверхностями (величина 
сближения); Pk(d) — доля поверхности механического 
контакта, зависящая от d сближения; S — номинальная 
площадь поверхностей сопряжения; Pk(d)S, (1 – Pk(d)) —  
площади поверхностей механического контакта и 
смазки; σcм — давление, под которым подается смазка 
(величина на порядок меньше, чем давление, обуслов-
ленное нагрузкой); E — модуль упругости; с — кон-
станта (в законе Гука с = 1/L, L — высота стержня,  
т. е. выступа).

Внешняя нагрузка FH уравновешивается упругой 
силой Fупр(d) контактирующих выступов и силой дав-
ления смазки Fсм(d).

Пример моделирования 

Описываемый подход отличается от известных воз-
можностью получения оценок изменения характери-
стик во времени. На конкретном примере продемон-
стрирована работоспособность метода для получения 
нужных временных зависимостей. Рассмотрено сопря-
жение «коленчатый вал–коренной вкладыш» дизель-
ного двигателя. Оценены изменения во времени таких 
характеристик трения, как шероховатость, средняя 
площадь контакта, среднее контактное пересечение, 
коэффициент трения, износ. Также проанализирована 
зависимость этих характеристик от прилагаемой на-
грузки. Исходные данные приведены в таблице.

Номинальная площадь области контакта S (не-
большая часть цилиндрической поверхности вдоль 
образующей с углом порядка 10°) с учетом пульси-
рующей нагрузки определена инженерами-иссле-
дователями величиной S = 22,62 см2. Предельно до-
пустимая минимальная толщина смазочного слоя  
hmin = 1 мкм. Вероятность разрушения PW для вклады-
ша равна 4⋅10–7, а для шейки вала — 10–9, т. е. в сто 
раз меньше, поскольку она сделана из значительно 
более твердого материала и известно, что ее поверх-
ность практически не меняется. Исходные плотности 
распределений p0(x) и q0(x) для высот выступов поверх-
ностей ξ (вкладыш) и η (вал) приближались сдвинуты-
ми и растянутыми бета-распределениями (плотность  
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C(a, b)xa–1(1 – x)b–1, x∈[0, 1]). Параметры а и b подби-
рались по профилограммам так, чтобы после сдвига и 
растяжения в нужный диапазон высот обеспечить равен-
ство двух первых моментов. Для p0(x) (вкладыш) a = 1,82;  
b = 1,86. Для q0(x) (шейка вала) — a = 1,71; b = 4,60.

Анализируемое сопряжение работает большую 
часть времени в гидродинамическом режиме трения, 

но в отдельные моменты времени, характеризующие-
ся повышенной нагрузкой, переходит в смешанный и 
граничный режимы [5, с. 274], которые и определяют 
ресурс сопряжения.  В рассматриваемой расчетной мо-
дели сначала (в течение короткого времени) сопряже-
ние работает в режиме приработки, затем — в режиме 
усталостного разрушения (граничный), после которого 
наступает гидродинамический режим трения.

На рисунке 2, а показаны исходные плотности рас-
пределения p0(x), q0(x) уровней вершин выступов ниж-
ней и верхней поверхностей. Шкала уровней вершин 
выступов жестко связана с вкладышем для наблюде-
ния изменения распределения вкладыша p(x). Уровни 
вершин выступов вкладыша (кривая p0(x)) находятся в 
диапазоне от 2,5 до 8,5 мкм, уровни вершин выступов 
вала — в диапазоне от 8,2 до 8,7 мкм. Нормальная сила 
принята равной 90 кH. 

Режим приработки характеризуется упругими и 
пластическими деформациями. Его описание опуще-
но, поскольку в данном случае он занимает ничтож-
ную долю времени (подробно описан в [7]). Сближе-
ние двух поверхностей, как следствие, увеличение 
площади контакта (числа контактирующих выступов) 
и уменьшение напряжений происходят практически 
за счет пластических деформаций. Когда они прекра-
щаются, этот режим заканчивается. Соответствующий 

Исходные данные

Параметры Шейка вала 
(поверхность η)

Вкладыш 
(поверхность ξ)

Среднеарифмети-
ческое отклонение 
профиля Ra, мкм

0,083 1,099

Среднеквадратичное 
отклонение профиля 

1,25Ra, мкм
0,103 1,373

Sреднее расстояние 
между выступами 

Δs, мкм
18 30

Модуль Юнга Е, Гпа 200 75
Коэффициент
 Пуассона ν 0,28 0,31

Предел текучести 
σТ, МПа 4250 1200

Рис. 2. Распределения высот: 
а — исходные плотности распределения; б — после приработки; в  — путь трения L = 240 км; г — путь трения L = 1200 км (мо-
мент окончания работы); исходные распределения 1 — q0(x) (вал); 2 — p0(x) (вкладыш); текущие распределения 3 — q(x); 4 — p(x) 

                                                                            в                                                                  г

                                                                            а                                                                  б
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момент представлен на рис. 2, б. Маленький «скачок» 
в распределении p(x) показывает, что часть выступов 
подверглась пластическим деформациям и изменилась 
по высоте. Это распределение является исходным для 
анализируемого режима усталостного разрушения, со-
ответственно, распределение высот выступов вала сдви-
гается на величину ~0,3 мкм в сторону поверхности 
вкладыша. На всех графиках рис. 2 вершины пиковых 
плотностей распределений не показаны, они находятся 
выше границы рисунка. Существенными являются не 
вершины пиковых плотностей, а расположения пиков 
на горизонтальной оси уровней вершин выступов.

Начинается режим усталостного разрушения, обу-
словленный отрывом частицы при многократных вза-
имодействиях. На рис. 2, в даны распределения после  
240 км трения. Видно, что распределения изменились 
существенно: отрыв частиц уменьшил высоту высту-
пов, часть высот вкладыша с верхних уровней пере-
шло на  более низкие, образуя большую долю высту-
пов с почти равными высотами (пик на кривой 4 p(x) 
в окрестности уровня 6 мкм). Распределение q(x) со-
ответственно почти в неизмененном виде сместилось 
в сторону вкладыша на 2,5 мкм. Сдвиг распределения   
определяется поддержанием постоянной нагрузки и, 
определяет величину износа. Этот медленный режим 
заканчивается, когда шероховатость становится на-
столько малой, что выполняется условие («критерий 
лямбда») перехода к гидродинамическому режиму тре-
ния [5, с. 275]:

min 1 2/ ( ) 3.z zh R R� �

Режим усталостного разрушения прекращается. Рас-
пределения, соответствующие этому моменту, изо-
бражены на рис. 2, г. Начинается гидродинамический 
режим, интенсивность износа снижается до нуля, т. е. 
сближение поверхностей прекращается. Моделирова-
ние переходного гладкого процесса требует дополни-
тельного анализа. В приведенных расчетах переход 
описан в условном (скачкообразном) виде.

Характеристики трения рассчитывались при трех 
значениях нормальной силы: 10, 30, 90 кН. На рис. 3, 4 
показаны зависимости от пути трения. Главное, что 
они показывают, — это возможность для инженеров 
количественно оценивать и сравнивать изменяющие-
ся в процессе трения характеристики. Видно, что они 
согласуются с известными (качественно) зависимостя-
ми: чем больше прилагаемая нагрузка, тем быстрее 
поверхность вкладыша сглаживается (рис. 3, а), бы-
стрее увеличивается доля контактирующих выступов  
(рис. 3, б), т. е. доля площади контакта, быстрее насту-
пает переход к гидродинамическому режиму (рис. 3, в), 
интенсивнее происходит износ (рис. 4, в). 

Заключение

Предложен в общем виде подход к моделированию 
изменений шероховатых поверхностей в ходе их вза-
имодействия. При различных конкретизациях того, 
что есть случайное состояние элемента (выступа) и 

в
Рис. 3. Характеристики трения: 

а — шероховатость нижней поверхности; б — доля площади 
контакта; в — критерий  режима смазки; нагрузка 10 (1), 30 
(2), 90 (3) кН

                                 а                                          б

                                 а                                          б

в
Рис.4. Характеристики трения: 

а — среднее контактное пересечение; б — коэффициент 
трения; в — износ поверхности вкладыша; нагрузка 10 (1),  
30 (2), 90 (3) кН

функции взаимодействия двух выступов, получается 
описание различных взаимодействий поверхностей в 
виде закона распределения на множестве случайных 
состояний. При этом анализ сводится к марковскому 
процессу не одномерному, с рекуррентным пересче-
том распределений. По закону распределения можно 
оценить различные характеристики взаимодействия. 
Кратко описана модель усталостного разрушения при 
трении с учетом смазки. Приведен расчетный пример 
для сопряжения «коленчатый вал–коренной вкладыш» 
дизеля и оценены характеристики, определяющие ре-
сурс вкладыша.
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