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О повышении эффективности вычислений при классификации  
изображений
А.И. Мамонтов  
Рассмотрена автоматическая классификация изображений с помощью байесовского классификатора с целыми коэффициентами. По-
казано, как при сохранении качества классификации можно экономить память и уменьшать количество операций за счёт представле-
ния использующихся в классификаторе полиномов, отличающихся от общепринятых указанием только ненулевых коэффициентов.
Коэффициенты полиномов округляются и представляются с помощью целых чисел (чисел с фиксированной точкой). Проанализи-
рован способ хранения полиномов, позволяющий хранить только ненулевые коэффициенты полинома (использующиеся при этом 
для классификации вектора и числа хранятся обычным способом).
Для экспериментов использована база данных MNIST. Для представления коэффициентов полиномов взято семь бит. При 
хранении коэффициентов без округлений нужно 11,77 Мбайт, при хранении округленных коэффициентов в обычном виде —  
2,93 Мбайт, при хранении только ненулевых округленных коэффициентов — 1,3 Мбайт. Количество операций сложения и умно-
жения, необходимых для принятия решения о классовой принадлежности изображения, значительно снизилось.
Дан экономный способ хранения матриц с коэффициентами полиномов на диске. В эксперименте с базой данных MNIST потре-
бовалось лишь 0,35 Мбайт памяти для хранения полиномов в базе данных.
Результаты работы можно использовать при разработке программно-аппаратных средств для автоматической классификации изо-
бражений. Интересно также изучение аналогичных приёмов для повышения эффективности вычислений в других классификаторах.
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On Increasing the Computation Efficiency in Classifying Images
A.I. Mamontov
Automatic classification of images using the Bayes classifier with integer coefficients is considered. It is shown that by representing the 
polynomials used in the classifier that differ from the generally accepted ones through indicating only nonzero coefficients, it is possible to 
save memory and reduce the number of operations while keeping the same classification quality.
The polynomial coefficients are rounded and represented using integers (fixed-point numbers). A polynomial storing method that makes it 
possible to store only nonzero coefficients of the polynomial is analyzed. In using this method, the vectors and numbers used for carrying 
out classification are stored in the usual way.
The MNIST database was used for carrying out the experiments. Seven bits were taken to represent the polynomial coefficients. For storing 
coefficients without rounding, 11.77 MB of memory is needed; for storing the rounded coefficients in the usual form, 2.93 MB of memory 
is needed; and for storing only nonzero rounded coefficients, 1.3 MB is needed. The number of addition and multiplication operations 
required to make a decision about the image class has been reduced significantly.
An economical method for storing matrices with polynomial coefficients on a disk is presented. In the experiment with the MNIST 
database, only 0.35 MB of memory had to be used for storing the polynomials in the database.
The study results can be used in elaborating software and hardware for automatic classification of images. It is also of interest to study 
similar techniques to improve the efficiency of computations in other classifiers.
Key words: image classification, polynomials, integers, Bayesian classifier
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Введение

Дана автоматическая классификация изображений 
с помощью байесовского классификатора с целыми ко-
эффициентами [1, 2]. 

Методы организации вычислений в кольцах по-
линомов, а также методы представления знаний по-
линомами активно развиваются. В качестве примера 
можно использовать работы по схемам вычислений 
вещественных полиномов: Э.Г. Белага доказал невоз-
можность построения схемы, требующей определен-
ного числа операций [3], а В.Я. Пан построил схемы 
близкие к оптимальным [4]. Значительное количество 
публикаций посвящено определяющей скорость вычис-
ления сложности полиномиальных представлений знач-
ных функций [5, 6]. 

При организации вычислений и представлении зна-
ний часто возникают различные алгоритмы выделения 
общих подформул [7]. Представления полиномов с це-
лыми коэффициентами описаны в [8 — 13].

Существуют работы о представлении с помощью ли-
нейных и нелинейных полиномов нейронных сетей —  
популярных конструкций, необходимых при классифи-
кации [14 — 16].

Перспективные модели распознавания с использо-
ванием полиномов с целыми коэффициентами рассма-
триваются в [2, 17 — 20]. 

В издании [2, с. 223] приведен график зависимости 
качества распознавания от размера используемых целых 
чисел. На нем проставлены параметры двойной точно-
сти, полученные в результате обучения байесовского 
классификатора и целочисленные параметры, получен-
ные путем округления параметров двойной точности, а 
также с использованием разработанного в [2] алгорит-
ма, основанного на методе ветвей и границ. Использо-
ван набор данных MNIST: 70 000 одинакового размера 
центрированных изображений рукописных цифр.

Рассмотрены задачи обоснования упомянутого 
выше способа представления используемых в байесов-
ском классификаторе полиномов и экспериментально-
го подтверждения эффективности подобных нестан-
дартных представлений.

Дана классификация изображений с помощью байе-
совского классификатора, использующего полиномы с 
целыми коэффициентами. Приведены полиномы с це-
лыми коэффициентами, позволяющими использовать 
меньше операций сложения и умножения и экономить 
память при сохранении той же функциональности, то 
есть повышать эффективность вычислений.

Доказано, что при использовании целочисленных 
моделей при распознавании [2, 17 — 20] можно изучать 
возможности для нестандартного представления поли-
номов для повышения эффективности вычислений.

О байесовском классификаторе для изображений

Задача классификации — формализованная задача, 
в которой имеется множество объектов, разделённых 

некоторым образом на классы. Задано конечное мно-
жество объектов (обучаюшая выборка), для которых 
известно, к каким классам они относятся. Принадлеж-
ность к классам остальных объектов неизвестна. Тре-
буется на основе обучающей выборки построить алго-
ритм, способный классифицировать, то есть указать 
номер (или наименование) класса, к которому относит-
ся произвольный объект из исходного множества. Ка-
чество работы алгоритма можно оценивать с помощью 
различных мер. В настоящей работе качество работы 
алгоритма оценивается с помощью меры Accuracy — 
процента правильно классифицированных изображе-
ний из контрольной  выборки.

Пусть обучающая выборка построена. Рассмотрим 
классификацию серых изображений размера l×l с по-
мощью алгоритма, называемого байесовским класси-
фикатором. Определение номера (или наименования) 
класса, к которому относится изображение, сводится к 
нахождению номера функции, при котором максималь-
но вычисляемое значение [1, с. 133—138]:
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где x — вектор параметров контрольного изображения 
размера n = l×l — яркости всех пикселей серого изо-
бражения; k — количество классов, к которым может 
принадлежать изображение; mi, Ci — математическое 
ожидание изображения и симметричная ковариацион-
ная матрица для изображений i-го класса обучающей 
выборки; Рi — вероятность того, что случайное изобра-
жение обучающей выборки принадлежит i-му классу. 

Заметим, что Ci — матрицы размера n на n; mi — 
вектора размера n, а Рi — числа.
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� � � �11 1ln 2 ln ln  ;   1, , ,
2 2

  ,
2

i i
i i i

nA C B C P i k�� � � � �� � � �

тогда

� � � � � �( ) ( ) ,   1, , .
Ti i

i i if A B i k� � � � � �x x m x m

Матрицы A(i) симметричны, так как обратны к сим-
метричным матрицам.
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Коэффициенты a(i)
αβ округлим и представим целыми 

числами (числами с фиксированной точкой). Подоб-
ный приём применяется также в [2, 17 — 20]. Чтобы 
не вводить новые обозначения, округленные матрицы 
A(i) обозначим как ( ) ( ) ,

1, 1( )i i n nA a�� �� ��� . Далее используем 
только матрицы A(i) с округленными коэффициентами.

Многие коэффициенты матриц A(i) являются малы-
ми по абсолютной величине числами. Это происходит 
в том случае, когда часть изображения составляет бе-
лый фон, возникающий после удаления основного 
фона. Рассмотрим способ представления матриц в дан-
ной задаче.

Способ представления и хранения матриц  
при байесовской классификации

Создадим списки списков ненулевых коэффици-
ентов матриц A(i). Для этого при i = 1,…, k построим 
списки:

— A(1, i) — списков элементов β таких, что a(i)
αβ = 1,  

α ≤ β, α = 1, …, n;
— A(–1, i) — списков элементов β таких, что a(i)

αβ  = –1, 
α ≤ β, α = 1, …, n;

— A(2, i) — списков элементов β таких, что a(i)
αβ  = 2,  

α ≤ β, α = 1, …, n;
— A(–2, i) — списков элементов β таких, что a(i)

αβ  = –2, 
α ≤ β, α = 1, …, n;

— A(*, i) — списков элементов <β, a(i)
αβ > таких, что  

|a(i)
αβ | > 2, α ≤ β, α = 1, …, n.

Пример 1. 
Для матрицы

( )

1 0 2 1 0 0

0 2 6 1 2 0

2 6 1 1 0 1
,  6

1 1 1 2 1 1

0 2 0 1 7 1

0 0 1 1 1 1
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построим A(1, i), учтем a(i)
αβ = 1, α ≤ β
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и получим A(1, i) = ((1,4), (), (3), (6), (), (6)).
Действуя аналогично, получим:

A(–1, i) = ((), (4), (4,6), (5), (6) ,()); 
A(2, i)) = ((), (2), (), (4), (), ()); 
A(–2, i) = ((3), (5), (), (), (), ()); 

A(*, i) = ((), (<3,6>), (), (), (<5,7>), ()).

При таком представлении не нужно хранить нуле-
вые коэффициенты. Векторы mi и свободные члены  
В(i)  хранятся обычным способом.

При рассматриваемом варианте представления дан-
ных при вычислении fi(x) можно уменьшать количе-
ство сложений и умножений: не складывать в общей 
формуле a(i)

αβ ti,αti,β, где коэффициент a(i)
αβ  = 0, и не умно-

жать многократно на 1, –1, 2, –2. При этом количество 
операций сложений и умножений и требуемой памя-
ти составляет O(r), где r — количество всех нулевых 
коэффициентов во всех матрицах A(i), а не O(n2), как 
при представлении полиномов с помощью квадратных  
матриц.

Для экспериментов использована база данных 
MNIST. Для обучения взяты 5000 случайных изобра-
жений из этой коллекции, а для распознавания — дру-
гие 5000 случайных изображений. Для представления 
коэффициентов a(i)

αβ применены семибитовые числа. 
При хранении коэффициентов без округлений нужно  
11,77 Мб, округленных коэффициентов в виде обыч-
ной матрицы и вектора — 2,93 Мб, только ненулевых 
округленных коэффициентов — 1,3 Мб. Скорость вы-
числения fi(x) увеличилась в 6 раз.

Способ хранения на диске совокупности матриц

Совокупность матриц A(i)  можно экономно хранить 
на диске в виде битовых списков (нулей и единиц) и 
списков целых чисел. Для описания алгоритма их по-
строения рассмотрим процедуру, работающую с целы-
ми числами и битовым списком.

Процедура БИТСП(a, b, d, ld) получает на входе це-
лые числа a, b, список нулей и единиц d и длину этого 
списка ld. Если a = b, то в результате работы процедуры 
БИТСП к битовому списку d добавляется 0, а если a ≠ b,  
то 1, длина списка d увеличивается на 1.

Рассмотрим алгоритм построения битовых списков 
(d~, d (0, i), d (1, i), d (–1, i), d (2, i), d (–2, i)) длиной l~, l0i, l1i, l–1i, l2i,  
l–2i и списков целых чисел d (*, i) длиной l*i, i = 1,…, k:
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1. Создать пустые списки d
~

, d (0, i), d (1, i), d (–1, i), d (2, i), d (–2, i)),  
d (*, i) при i = 1,…, k.
2. Положить l

~ 
= 0; l0i = 0; l1i = 0; l–1i = 0; l2i = 0; l–2i  = 0; l*i = 0 

при i = 1,…, k.
3. Для α = 1,…, n выполнить действия:

3.1 Для β = α,…, n выполнить действия:
Присвоить l

~ 
= l

~ 
+1

Если a(i)
αβ = 0 при всех i = 1, …, k, то 

Положить 0ld ���
Иначе 

Положить 0ld ���  1
Для i = 1,…, k выполнить:

БИТСП(a(i)
αβ, 0, d (0, i), l0i)

Если a(i)
αβ ≠ 0, то выполнить:

БИТСП(a(i)
αβ, 1, d (1, i), l1i)

Если a(i)
αβ ≠ 1, то выполнить:

БИТСП(a(i)
αβ, –1, d (–1, i), l–1i)

Если a(i)
αβ ≠ –1, то выполнить:

БИТСП(a(i)
αβ, 2, d (2, i), l2i)

Если a(i)
αβ ≠ –2, то выполнить:

БИТСП(a(i)
αβ, –2, d (–2, i), l–2i)

Если a(i)
αβ ≠ 2, то выполнить:

Присвоить l*i =  l*i + 1
Положить � �(*, )

*

ii
l id a���

Пример 2. Пусть k = 2.

(1) (2)

0 1 0 0 1 4

1 1 2 ;  1 1 0 ,

0 2 0 1 0 0

A A
� � � �
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тогда верхние треугольники этих матриц составят:

0 1 0 0 1 4

* 1 2 ;  * 1 0 ,

* * 0 * * 0

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

и d~ = (0, 1, 1, 1, 1, 0); d (0, 1) = (1, 0, 1, 1); d (1, 1) = (0, 0, 1); 
d (–1, 1) = (1); d (2, 1) = (0); d (–2, 1) = (); d (*, 1) = (); d (0, 2) = (1, 1, 1, 0); 
d (1, 2) = (0, 1, 0); d (–1, 2) = (0); d (2, 2) = (0); d (–2, 2) = (0); d (*, 2) = (4).

Для хранения совокупности матриц на диск до-
статочно последовательно записать битовый список 
d~̃, для каждого i = 1, …, k следующие друг за другом 
битовые списки d (0, i), d (1, i), d (–1, i), d (2, i), d (–2, i) и список 
целых чисел d (*, i) .

Алгоритм применяют как к совокупности матриц 
A(i) , так и к совокупности списков А(1, i), А(–1, i), А (2, i), А (–2, i),  
А (*, i).

Для загрузки совокупности списков А(1, i), А(–1, i),  
А (2, i), А (–2, i), А (*, i) с диска можно применить алгоритм, 
аналогичный изложенному выше.

Обозначим верхнюю треугольную часть симме-
тричных матриц A(i) с помощью U i): 

R0 — количество всех коэффициентов, равных 
нулю, в каждой из матриц U(i);

r0 — количество всех нулевых коэффициентов во 
всех матрицах U(i); 

r1 — количество всех единичных коэффициентов во 
всех матрицах U(i);

r–1 — количество всех коэффициентов, равных –1, 
во всех матрицах U(i); 

r2 — количество всех коэффициентов, равных 2, во 
всех матрицах U(i); 

r–2 — количество всех коэффициентов, равных –2, 
во всех матрицах U(i); 

r3 — количество всех коэффициентов, по модулю 
больших 2, во всех матрицах U(i). 

Памяти требуется:

� �
� �

4 4 4

0 0

4 4

0 1 0 1

4

1 0 1 1 2 3  б

( )

(

) ( ) и .7 т

l kl kR kl r

kl r r kl r r

r kl r r r r r� �

� � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

В эксперименте с базой данных MNIST потребо-
валось 0,35 Мб памяти для хранения на диске данных 
всех возникающих после обучения: коэффициентов 
матриц A(i), векторов mi и свободных членов В(i). На-
помним, что при обычном способе хранения коэффи-
циентов нужно 11,77 Мб.

Заключение

Показано, что при сохранении функционально-
сти можно использовать меньше операций сложения 
и умножения и экономить память при классификации 
изображений с помощью байесовского классификато-
ра с целыми коэффициентами, то есть повысить эф-
фективность вычислений. Результаты работы полезны 
при разработке программно-аппаратных средств для 
автоматической классификации изображений. Также 
может быть интересно изучение аналогичных приёмов 
для повышения эффективности вычислений в других 
классификаторах.
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