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Регуляризация интегральных операторов в сингулярно возмущенных 
задачах с помощью нормальных форм 
А.А. Бободжанов, В.Ф. Сафонов 

При обобщении метода регуляризации С.А. Ломова на интегральные и интегро-дифференциальные сингулярно возмущенные за-
дачи основная трудность заключается в регуляризации интегральных операторов. В случае отсутствия интегральных операторов, 
т. е. при наличии только дифференциального оператора регуляризация соответствующей сингулярно возмущенной задачи прово-
дится обычно по спектру предельного оператора с помощью известной формулы сложного дифференцирования. Для интегральных 
операторов аналога формулы сложного дифференцирования нет, поэтому напрямую построить расширение интегрального операто-
ра не представляется возможным. Обобщая идеи С.А. Ломова, в одной из работ для дифференциальных систем была развита регу-
ляризация с помощью нормальных форм. При ней дополнительные (регуляризирующие) переменные вводятся не непосредственно 
по спектру предельного оператора, а вычисляются опосредовано с помощью некоторой нормальной дифференциальной формы, 
решение которой записывается в квадратурах. В случае ненулевых точек простого спектра предельного оператора подобная регуля-
ризация совпадает с регуляризацией по спектру, развитой С.А. Ломовым. Однако при наличии собственных значений предельного 
оператора, обращающихся в нуль хотя бы в одной точке рассматриваемого промежутка времени, классическая регуляризация С.А. 
Ломова не позволяет построить расширение интегрального оператора и провести его полную регуляризацию. Применение регуля-
ризации с помощью нормальных форм позволило полностью снять эту проблему. 
На примере простейшей интегродифференциальной задачи с нестабильностью спектра на континуальном множестве продемонстри-
рованы основные идеи метода нормальных форм и приведено утверждение, с помощью которого проходит регуляризация интеграль-
ных операторов. Выписывается главный член асимптотики решения этой задачи, после изучения которого можно сделать вывод о 
наличии двух слоев в решении: пограничного в окрестности начальной точки рассматриваемого промежутка времени и внутреннего 
переходного (контрастной структуры) в окрестности конечной точки множества нестабильности.
Ключевые слова: сингулярно возмущенный, интегро-дифференциальные уравнения, регуляризация интеграла.  
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мощью нормальных форм  / Вестник МЭИ. 2019. № 6. С. 131—137. DOI: 10.24160/1993-6982-2019-6-131-137.

Regularization of Integral Operators in Singularly Perturbed Problems 
Using Normal Forms

A.A. Bobodzhanov. V.F. Safonov

The main difficulty encountered in generalizing S.А. Lomov’s regularization method for integral and integro-differential singularly perturbed 
problems lies in bringing integral operators to a regular kind. If there are no integral operators, that is, if there is only a differential operator, the 
corresponding singularly perturbed problem is usually regularized by the spectrum of the limit operator using the well-known formula of complex 
differentiation. For integral operators, there is no an analog of the complex differentiation formula; therefore, it is not possible to directly construct 
an extension of the integral operator. In one of the authors' works that was addressed to generalization of S.A. Lomov’s ideas, a regularization 
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method for differential systems with the use of normal forms was developed. With such regularization, additional (regularizing) variables are not 
entered directly from the limit operator spectrum, but are indirectly calculated using some normal differential form, the solution of which is written 
in quadratures. In the case of nonzero points of the limit operator’s simple spectrum, such regularization coincides with the regularization along 
the spectrum developed by S.А. Lomov. However, if there are eigenvalues of the limit operator that vanish in at least one point of the considered 
time interval, S.А. Lomov’s classical regularization does not make it possible to construct an extension of an integral operator and carry out its full 
regularization. This difficulty has been fully eliminated by applying regularization with the use of normal forms.
The basic ideas of the method of normal forms have been demonstrated taking as an example the simplest integro-differential problem with 
spectrum instability on a continual set, and the statement using which integral operators are regularized is given. The main term of the problem 
solution asymptotics is written, after studying of which a conclusion is drawn about the presence of two layers in the solution: the boundary layer 
in the neighborhood of the initial point of the considered time interval and the inner transition layer (a contrast structure) in the neighborhood of 
the instability set end point.
Key words: singularly perturbed, integro-differential equations, regularization of an integral.
For citation: Bobodzhanov A.A.. Safonov V.F. Regularization of Integral Operators in Singularly Perturbed Problems Using Normal 
Forms. Bulletin of MPEI. 2019;6:131—137. (in Russian). DOI: 10.24160/1993-6982-2019-6-131-137.

В одной из работ [1] подчеркивалось, что при обоб-
щении метода регуляризации С.А. Ломова [2, 3] на ин-
тегральные и интегродифференциальные сингулярно 
возмущенные задачи (СВЗ) типа 
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основная трудность заключается в регуляризации инте-
гральных операторов. В случае отсутствия интеграль-
ных операторов, т. е. при наличии только дифферен-

циального оператора � � ,dL A t
dt� � � �  регуляризация 

соответствующей СВЗ производится обычно по спек-
тру {λj(t)} предельного оператора A(t) с помощью из-
вестной формулы сложного дифференцирования. При 
этом расширенный оператор в (1) и (1b) имеет вид
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(в интегральной системе (1а) роль оператора A(t) игра-
ет диагональное ядро K(t, t)). Для интегральных опера-
торов аналога формулы сложного дифференцирования 
нет, поэтому напрямую построить расширение инте-
грального оператора не представляется возможным. 
Применяя (в случае ( ) 0 [0, ], = 1,i t t T i n� � � � ) опера-
цию интегрирования по частям к интегралу 
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используемого в дифференциальных системах, С.А. Ло- 
мов приходит к выводу, что в качестве пространства, 
инвариантного относительно интегрального операто-
ра [2, с. 62], можно взять пространство � �= ,

= | tM U� � � �  
при условии, что образ Jy(t, τ) каждого его элемента 
y(t, τ) представляется асимптотическим степенным 
рядом по ε, равномерно сходящимся по t ∈ [0, T]. В 
случае ( ) 0 [0, ], = 1,i t t T i n� � � �  это так, поэтому в 
качестве пространства, инвариантного относитель-
но интегрального оператора возможно взять Mε. При 
этом расширение J� интегрального оператора J будет 
определено на множестве асимптотических рядов 
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� � � ��  с коэффициентами yk(t, τ) ∈ U, 
а сам оператор J� имеет довольно сложную структуру: 

� � � �
=0 =0

, , = , ,r r
r

Jy t R y t
� �

�
��

�

� � � �� ���

где Rm:U → U  — операторы порядка по ε: 
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Запишем задачу, полностью регуляризованную по 
отношению к исходной (1): 
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и приступим к построению регуляризованного асимп-
тотического решения задачи (1).

Если же хотя бы одно из собственных значений 
обращается в нуль на отрезке [0, T] (например, если 
� � � � � � � �1 0 0= , > 0 0,kt t l t l t t T� � � � ), то при регуляриза-

ции по спектру � �� �= , 1,j j t j n� � � �  описанное выше 
пространство Mε не является пространством, инвари-
антным относительно интегрального оператора, так 
как в этом случае операция интегрирования по частям 
не работает, и поэтому невозможно получить разложе-
ние интеграла Jy(t, τ) в виде асимптотического ряда по 
степеням ε. Значит следует изменить саму процедуру 
регуляризации. Обобщая идеи С.А. Ломова, в [1] раз-
вита регуляризация с помощью нормальных форм. При 
ней дополнительные (регуляризирующие) переменные 
вводятся не непосредственно по спектру предельного 
оператора A(t), а вычисляются опосредованно с помо-
щью дифференциальной нормальной формы: 
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где функции gr(t) вычисляются в процессе построения 
асимптотического решения исходной задачи (1). Ре-
шение этой формы записывается в квадратурах. Про-
цедура регуляризации интегрального оператора в этом 
случае основана на следующем утверждении.

Лемма. Пусть функции a(t), μ(t) ∈ C[0, T] таковы, 
что a(t) ≠ μ(t)∀t ∈ [0, T], и функция g(t, ε) непрерывна 
по t ∈ [0, T] при каждом ε > 0. Если функция u = u1(t, ε) 
является решением уравнения = ( ) ( , ),u a t u g t� � ��  то при 
любых t ∈ [0, T] и ε > 0 имеет место равенство

1

0

1

0

1
( , ) = exp ( )

( ) ( )

1 ( , )
exp ( ) ( , ) .

( ) ( )

t

t

du t d
a t t dt

g td u t
a t t

� ��
� � � � �� �� ��� �� �

� �� � �
� � � � � � �� �� �� �� ��� �� �� �

�

�

Доказательство вытекает из цепочки равенств:

� � � � � � � � � �

� � � � � �� � � � � � � �

� �
� � � � � � � �

� � � �

� �

� �
� �

� �
� �

� �
� �

� � � �

� �
� � � � � � � � � �

� �

0

0

0

0

1

1 1

1 1

1 1

1

1

1
1

1

1

1

1

1

,

,

,

e

e

e

,
e

t

t

t

t

d

d

d

d

u t a t g td du t u t
dt dt
u t a t t u t t g t

du t t u t g t
dtu t
a t t

t u t

d u t
dt

u t
a t t

g t
u t

a t t a t t

d
d

� � � �
�

� � �
�

� � � �
�

� � �
�

� �
� � �

�
� �� � � � �

� � �
�
� �� � � � �� �
� �� � �

� ��

� ���� �� �� �� �� � �
� �� ��� � �� �� �� �� � �

��

�� �
� � �

�� �
�

�

�

� �
� � � �

� � � �
0

1

1

,
 e .

 

t

d g t
u t

t a t t

� � � �
�

� �� �� � �� � ��� �
� �

� � � � � � � � � �

� � � � � �� � � � � � � �

� �
� � � � � � � �

� � � �

� �

� �
� �

� �
� �

� �
� �

� � � �

� �
� � � � � � � � � �

� �

0

0

0

0

1

1 1

1 1

1 1

1

1

1
1

1

1

1

1

1

,

,

,

e

e

e

,
e

t

t

t

t

d

d

d

d

u t a t g td du t u t
dt dt
u t a t t u t t g t

du t t u t g t
dtu t
a t t

t u t

d u t
dt

u t
a t t

g t
u t

a t t a t t

d
d

� � � �
�

� � �
�

� � � �
�

� � �
�

� �
� � �

�
� �� � � � �

� � �
�
� �� � � � �� �
� �� � �

� ��

� ���� �� �� �� �� � �
� �� ��� � �� �� �� �� � �

��

�� �
� � �

�� �
�

�

�

� �
� � � �

� � � �
0

1

1

,
 e .

 

t

d g t
u t

t a t t

� � � �
�

� �� �� � �� � ��� �
� �

Применение этой леммы позволило провести пол-
ную регуляризацию интегральных операторов и по-
строить регуляризованное асимптотическое решение 
даже в случае континуальной нестабильности спектра 
или спектрального значения интегрального оператора, 
например, в задаче [4] 
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с быстро изменяющимися ядрами, одно из которых 
имеет нестабильное спектральное значение (μ1(t) ≡ 0  
на множестве S ⊂ [0, T]). 

Чтобы прояснить ситуацию с применением леммы, 
рассмотрим простейшую сингулярно возмущенную за-
дачу
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при следующих предположениях:
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Введем вектор 
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щий нормальной форме 
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где функции gj(t) пока не известны и вычисляются в 
процессе построения асимптотического решения за-
дачи (2). 

Для функции = ( , , )y y t u �� �  такой, что ( , ( , ), ) ( , )y t u t y t� � � ��  
(где u = u(t, ε) — решение нормальной формы (3),  
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y = u(t, ε) — точное решение задачи (2)) естественно 
поставить следующую задачу: 
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   (4)

где 1={1, 1}.
Задачу (4) нельзя считать регуляризованной, по-

скольку в ней не проведена регуляризация интеграль-
ного оператора

 0

1
( , ( , ), )= exp ( ) ( , ) ( , ( , ), ) .

t t

s

Jy t u t d K t s y s u s ds
� �

� � � � � � �� �� ��� �
� �� �

Для его регуляризации надо построить простран-
ство Мε, асимптотически инвариантное относительно 
интегрального оператора J.

Определение. Пусть вектор-функция y(t, u) принад-
лежит пространству U, если она представима суммой 

1 1 2 2 0( , )= ( ) ( ) ( ),y t u y t u y t u y t� �                (5)

в которой коэффициенты ( ) [0, ],  =0,  1,  2.jy t C T j��  
В качестве класса Mε возьмем пространство 
= ( , )| ,u u tU �  где u = u(t, ε) — решение нормальной фор-

мы (3). Чтобы показать инвариантность пространства 
Mε относительно оператора J, надо обосновать, что его 
образ Jy(t, ε) на элементе пространства U представим в 
виде степенного ряда 
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1 1 2 2 0

=0

( ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )),k k k k

k
z t u t z t u t z t

�
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асимптотически сходящегося (при ε → +0 равномерно 
при t ∈ [0, T]. 

На функциях (5) пространства y(t, u) ∈ U оператор   
J имеет вид:

0
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(учтено, что 
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( , )=exp ( )

t

u t d
� �

� � � �� �� �
� �
�  согласно (3)). 

Разложим каждый из стоящих интегралов в асим-
птотические ряды. Для последнего интеграла этого де-
лать не надо, так как он представлен в виде элемента 
класса Mε: 

2 2
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2 2 2

0 0 0
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(6)

К первому интегралу применим классическую опе-
рацию интегрирования по частям и получим разложе-
ние (см. [1]) :
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где 0 1

0 0 0

1 1
= ;  = ,  1.

( ) ( )

m mI I I m
s s s
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�
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Нетрудно показать, что полученный ряд сходится 
асимптотически (при ε → +0 к интегралу J0(t, ε) равно-
мерно по t ∈ [0, T]). Труднее обстоит дело с интегралом 

1 1 1
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Несмотря на то, что u1(t, ε) (согласно (3)) имеет вид 
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стоящий здесь интеграл 
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1
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ra d g s ds
� �
� � �� �� ��� �

� �  

нельзя с помощью интегрирования по частям разло-
жить в ряд по степеням ε, так как а(t) ≡ 0 при t ∈ S.  
Воспользуемся леммой для получения асимптотиче-
ского разложения по степеням ε интеграла J1(t, ε). Учи-
тывая, что в данном случае
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а также введя обозначения

1 1 1 1( , ) ( , ) ( ), ( , ) ( , ) ( ) ( ),r rk t s K t s y s k t s K t s y s g s� �

интеграл J1(t, ε) перепишем в виде:
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где введены операторы
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Первый из интегралов в (8) возьмем по частям:
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Остальные интегралы в (8) — интегралы типа  
J0(t, ε), поэтому можно записать: 
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Таким образом, одна операция интегрирования по 
частям с применением леммы позволяет представить   
J1(t, ε) в виде:
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где функции u1 = u1(t, ε), u2 = u2(t, ε) удовлетворяют нор-
мальной форме (3). 

Ясно, что многократные применения леммы (если 
сравнить интегралы, записанные в рамках) и операции 
интегрирования по частям позволяют записать J1(t, ε) в 
виде формального ряда
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который будет асимптотически сходиться к J1(t, ε) (при   
ε → +0 равномерно по t ∈ [0, T] [1]. Учитывая, что та-
кое же утверждение справедливо и для J0(t, ε) (см. ряд 
(7)), придем к выводу, что класс = ( , )= |u u tM U� �  инвари-
антен относительно интегрального оператора J. 

Группируя в Jy(t, u) коэффициенты при одинаковых 
степенях ε, запишем Jy(t, u) в виде:
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где u = u(t, ε)  — решение нормальной формы (3); опе-
раторы Rm:U → U (операторы порядка по ε) таковы, что 
их образ Rm y(t, u) является суммой всех коэффициентов 
при εm в Jy(t, u). Явные выражения указанных операто-
ров при m = 0,1 таковы 
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где I0
m, I1

m — введенные операторы. 
Выражения для Rm y(t, u) при m ≥ 2 довольно гро-

моздкие (их не выписываем). Если 
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k
y t u y t u

�

� ���                          (10)

 — ряд с коэффициентами yk(t, u) ∈ U, то формальное 
расширение J� оператора J на рядах такого типа строит-
ся по известному правилу [1]: 
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Теперь легко выписать регуляризованную задачу 
вида
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Эта задача имеет смысл в классе функций ( , , ),y t u ��  
представимых рядами (10), сходящимися асимптоти-
чески (при ε → +0) равномерно по (t, u) ∈ [0, T]×П, где 
П = {u:|uj < 1 + δ, j = 1, 2}, δ > 0 — малая постоянная. 

Поскольку задача (*) регулярна по ε при ε → +0 то 
к ней можно применить теорию Пуанкаре (в форме ме-
тода С.А. Ломова) и получить регуляризованное асим-
птотическое решение. При этом главный член асим-
птотики решения (2) имеет вид [5, c. 126]: 
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Используя результат (11), изучим предельный пере-
ход при ε → +0 в решении задачи (2) и покажем, что  в 

случае S = [t1, t2] ⊂ (0, T) точное решение y(t, ε) имеет 
два слоя: пограничный слой в окрестности точки t = 0   
и внутренний переходный слой (контрастную структу-
ру [6]) в окрестности точки t = t2.

Заметим, что для регуляризации задачи в случае 
точечной нестабильности спектра {λj(t)} предельного 
оператора A(t) � � � � � � � �� �1 0 0, ,kt l t t l t t T k� � � � � ��  
в дифференциальной системе

 � � � � 0= ( ) , 0,
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используются (помимо спектра {λj(t)}) спецфункции   [7]:

� �

� � � �

1

0

1

0 0

1
exp

1
exp 0, 1 .

!

t

j

t sj

d

s d ds j k
j

� �
� � � � � �� �� ��� �

� �
� � � � � � �� �� ��� �

�

� �

 Однако попытка применить соответствующее про-
странство безрезонансных решений [2] для регуля-
ризации интеграла в аналогичной интегродиффе-
ренциальной системе не увенчалась успехом, так как 
оказалось невозможным получение разложения инте-
грала в асимптотический ряд по степеням ε, поэтому 
регуляризация с помощью нормальных форм и в этом 
случае наиболее естественна. Отметим, что данная ре-
гуляризация весьма полезна и в случае интегральных 
операторов типа Фредгольма [8, 9]. 
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