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Интегральные представления для обобщенного уравнения  
Коши–Римана со сверхсингулярной точкой на полуплоскости
А.Б. Расулов, И.Н. Дорофеева
В классе эллиптических систем первого порядка особое место занимает обобщенная система Коши–Римана (ОСКР). Если коэффи-
циенты при младших коэффициентах и правая часть ОСКР принадлежат пространству суммируемых функций со степенью p > 2, то 
представление общего решения уравнения этой системы из класса Гельдера получено И.Н. Векуа.
Исследованию задач для ОСКР с коэффициентами, имеющими особенности первого порядка в изолированной особой точке, по-
священы работы Л.Г. Михайлова, З.Д. Усманова, А.П. Солдатова, Н.Р. Раджабова, А. Тунгатарова, Р. Сакса и др. Понятие же сверх-
сингулярной особенности принадлежит Н.Р. Раджабову. 
Большой интерес к ОСКР вызван также его многочисленными приложениями. Например, ОСКР с сингулярной точкой применяются 
в теории бесконечно малых изгибаний поверхностей положительной кривизны с точками уплощения, а с сингулярной линией сво-
дится к варианту Эрнста уравнения Максвелла–Эйнштейна. Во всех опубликованных работах ОСКР с особенностями в младших 
коэффициентах исследовано в основном в конечной области.
В настоящей статье для уравнения с оператором Коши–Римана с внутренней сверхсингулярной точкой в младших коэффициентах на 
полуплоскости найдено интегральное представление решения в классе ограниченных функций.
Ключевые слова: операторы Коши–Римана и Векуа, сингулярная точка, полуплоскость.
Для цитирования: Расулов А.Б., Дорофеева И.Н. Интегральные представления для обобщенного уравнения Коши–Римана со сверхсин-
гулярной точкой на полуплоскости // Вестник МЭИ. 2020. № 1. С. 105—108. DOI: 10.24160/1993-6982-2020-1-105-108.

Integral Representations for the Generalized Cauchy-Riemann Equation 
with a Supersingular Point in a Half Plane
A.B. Rasulov, I.N. Dorofeeva
In the class of first-order elliptic systems, the generalized Cauchy-Riemann system (GCRS) occupies a special place. If the coefficients at 
the lowest terms and the right-hand side of the GCRS belong to the space of summable functions with degree p > 2 the representation of 
the general solution of the equation of this system from the Helder class was obtained by I.N. Vekua.
The problems for GCRS with coefficients having first-order singularities at an isolated singular point were studied in works by  
L.G. Mikhailov, Z.D. Usmanov, A.P. Soldatov, N.R. Rajabov, A. Tungatarov, R. Saks, and others. The concept of a super-singular 
singularity was suggested by N.R. Rajabov. Great interest in GCRS is also stemming from its numerous applications. For example, GCRS 
with a singular point are used in the theory of infinitesimal flexures of positively curved surfaces with flattening points, and GCRS with a 
singular line reduces to the Ernst version of the Maxwell-Einstein equation. In all of published papers, GCRS with singularities in the lower 
coefficients was mainly studied in a finite domain.
In this article, an integral representation of the solution in the class of bounded functions has been found for an equation with a Cauchy-
Riemann operator with an inner supersingular point in lower coefficients on a half-plane.
Key words: Cauchy-Riemann operator, Vekua operator, singular point, half-plane.
For citation: Rasulov A.B.,  Dorofeeva I.N. Integral Representations for the Generalized Cauchy-Riemann Equation with a Supersingular 
Point in a Half Plane. Bulletin of MPEI. 2020;1:105—108. (in Russian). DOI: 10.24160/1993-6982-2020-1-105-108.
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Рассмотрим общую ситуацию для уравнения

( ) ( )zU A z U F z� � �                         (1)

с коэффициентом А, непрерывным в некоторой огра-
ниченной области G. Напомним, что если f ∈ Lp(G0),  
p > 2 в  подобласти G0 ⊆ G, то  интегральный оператор 
Векуа [1]:
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где d2ζ — элемент площади, действующий из Lp(G0) в 
класс Гельдера 0( )H G . 

Более точно функция Tf принадлежит соболевско-
му пространству W 1,p(G0) и удовлетворяет уравнению 

zTf f� � , которое понимается в смысле обобщенных 
функций. Поэтому в предположении A ∈ Lp(G0) функ-
ция Ω = TA принадлежит 0( )H G  и удовлетворяет урав-
нению

,A
z
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�

�
                                   (3)

Отсюда следует, что если U является решением 
уравнения (1) в областях G0 и 0( )e pF L GF �� ��� , то 
функция eU U����  удовлетворяет уравнению [1]:
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Следовательно, формула

e [ (e ) ],U T F� ��� � �                            (4)

где φ аналитична в области G0, описывает общее реше-
ние уравнения (1) в этой области.

Аналогичная ситуация имеет место и по отно-
шению ко всей области G, если найдена функция  
Ω ∈ Hloc(G) со свойством (3). В ряде  случаев подобную 
функцию можно построить с помощью последователь-
ности подобластей 1n nG G �� , n = 1, 2, ..., исчерпываю-
щих  область G. 

Пусть Tn определяется аналогично (2) по отноше-
нию к Gn, и последовательность Ωn = TnA равномерно 
сходится к некоторой функции Ω на каждом компак-
те K ⊆ G. Тогда на указанном компакте для достаточ-
но больших n функция Ωn удовлетворяет уравнению 
z n A� � �  так, что Ω ∈ Hloc(G) и обладает свойством (3).

Применим эти сведения к (1) с коэффициентом А, 
имеющим большую особенность в одной конечной 
точке неограниченной области.

Пусть {( , ) : 0,| | }S x y y x� � � � �  — верхняя полу-
плоскость, {( , ) : 0,| | }L x y y x� � � �  — вещественная 
ось S S L� � , а z1 — конечная точки данной полупло-
скости.

В области � �1| |S S z z� �
� � � � � �  рассмотрим урав-

нение
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с некоторыми ( ), ( ) ( ).a z f z C S ��

Исследования для обобщенного уравнения Коши-
Римана с сингулярными коэффициентами проведены в 
конечной области [2 — 9]. В настоящей статье уравне-
ние (5) с  внутренней сверхсингулярной точкой анали-
зируется в области S +. 

При построении обобщенного решения уравне- 
ния (5) основную роль играет интегральный опера- 
тор типа Помпейу–Векуа (2) [1]. В этом случае инте-
гральный оператор T понимается по отношению к об-
ласти S +, и роль Lp(G) играет введенное И.Н. Векуа 
пространство    ( ) ( ) ( ),  1 2pq p qL S L S L S q p� � �� � � � �  
[1]. Смысл его в том, что оператор T ограничен 

0( ) ( )pqL S C S� �� , где   0 ( )C S �  — пространство функ-
ций, ограниченных и непрерывных в замкнутой об-
ласти S � . Следует заметить, что этот оператор также 
ограничен 0 0( )( ) ( )qL C S C S� �� � .

Под обобщенным решением уравнения (1) понима-

ется функция � �1\{ }u C S z�� , имеющая  первую обоб-

щенную производную по z , принадлежащую классу    
( )pqL S ��  для любого ε > 0.
Для удобства изложения при n > 1 введем следую-

щие обозначения:
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где ( )a C S �� .
Добавим сингулярный интеграл:
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где интегральный оператор Тε определяется аналогич-
но (2) по отношению к области .S ��

Теорема. Пусть n > 1 и Reaj(zj) ≥ 0, A0 ∈ Lpq(S+),  
1 < q < 2 < p. Тогда функция Ω(z), z ≠ z1 существует и 
представима в виде:

1( ) ( ) ( ) ( ), 0,z a z z h z z� � � � � �               (7)

 где ( ) ( )h z H S ��  определяется равенством:
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Соответственно, в предположении e ( )pqf L S�� ��  
общее решение (5) в классе 

loc 1( , )u H S z��  выглядит 
как

e [ (e )],u T f� ��� ��                         (8)

где 
loc 1( , )H S z���  — произвольная аналитическая в 

области S +\{z1} функция и 1( ) (| | )z o z �� � , при |z| → ∞. 
Доказательство. Покажем, что функция Ω(z) пред-

ставима в виде (7) и в области 1{ , }z S z z�� �  является 
решением уравнения ( ).z A z� � �
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Пусть оператор TR,ε определяется аналогично (2)  по 
отношению к открытому множеству

 , 1{| | } {| | }RG S z z z R�
� � � � � � � � . 

Очевидно, что при малом ε > 0 граница об-
ласти GR,ε составлена из объединения отрезка l =  
= [–R, R], окружности γ:|z – z1| = ε и полуокружности 

{ :| | ,Re 0}Rl z z R z� � �  с достаточно большим радиу-
сом R. Пусть LR = l ∪ lR.

В соответствии с принятым подходом достаточно 
убедиться, что

, ,
0,

( ) lim ( )( ); ,R RR
z T A z z K G� ��� ��

� � � �

причем предел равномерен по z на компактах K. 
В дальнейшем GR,ε ≡ Gε. С этой целью воспользуем-

ся тождеством
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согласно которому
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В силу формулы Грина
1
2zD D

Udxdy Udz
i �

� �� �                         (10)
имеем:
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где последний интеграл берется по окрестности про-
тив часовой стрелки. 

Поскольку в обозначениях (6)
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то в (9) можем перейти к пределу 
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По теореме Коши при ε < |z – z1| первый интеграл 
равен нулю так что
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Поскольку в обозначениях (6)   

1 1
0 21

1

( ) 1( )( ) ( )( ) ,
| |nG

a zT A z T A z d
z�

� � �

� � �
� � �

� � �� � ��
отсюда

 

0 1

1
1

1

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 1 1 ,

( 1) | |nL

T A z T A z a z z
a z d
n i z

� �

�

� � � �

� �
� � � �� � ��

что равносильно
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Зафиксируем δ > 0 и убедимся, что в области Sδ
+  

функция Ωε = TεA при ε → 0 равномерно сходится к  
Ω = TA, и справедливо равенство (7). При ε < δ/2 и  
z ∈ Gδ подинтегральное выражение в правой части (11) 
по модулю не превосходит 2|А0(ζ)|/δ, и соответствую-
щий интеграл равномерно стремится к нулю.

Остается показать, что z A� � �  в области Sδ
+. Оче-

видно, что в этой области Ωε = TδA + φε,δ с некоторой 
аналитической в Gε функцией φε,δ. Следовательно, φε,δ 
при ε → 0 равномерно сходится в этой области к не-
которой аналитической функции φδ так, что Ω(z) =  
= (TδA) (z) + φδ (z), z ∈ Sδ

+ и z A� � � .
Из последнего равенства как и в случае регулярных 

коэффициентов следует, что подстановка u = eΩu0 сво-
дит (5) к 0 e ,z u f��� �  общее решение которого состоит 
из функций u0 = φ + T(e–Ωf).

Таким образом, придем к представлению (8), завер-
шающему доказательство теоремы.

Заметим, что при 0 < α < 1 условие

1
1 1

1

Re2 ( )( ) (| | ) exp
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a zu z O z z
n z z
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     (12)

при z → z1 равносильно тому, что в этом представлении 
функция φ имеет z = z1, устранимой особой точкой, и, 
следовательно, аналитична во всей области S+ по усло-
вию φ(z) = o(|z|–1), при |z| → ∞. 

Фактически функция u принадлежит классу функ-
ций, для которых e ( )u H S�� �� . Этот класс обозначим 
как ( ,e )H S � � . Аналогичный смысл  имеет и весовой 
класс Lpq(S+, eΩ). Конечно, при Rea(z1) = 0 последний 
класс совпадает с Lpq(S+).

Замечание. Интегральное представление (8) реше-
ния u(z) уравнения (1) и оценка (12) позволяют пра-
вильно ставить граничные задачи типа Римана–Гиль-
берта и задачи типа Римана в полуплоскости.
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