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с переменными во времени несущими частотами
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Сейсмические воздействия на площадках на рыхлых грунтах и удаленных от очага землетрясения на сотни километров, продол-
жительны по времени и вызывают изменения частотного спектра. Хотя у подобных воздействий небольшие величины пиковых 
ускорений грунта, они могут приводить к резонансным колебаниям зданий и сооружений. Особенно опасна ситуация, когда частоты 
воздействия снижаются одновременно с собственными частотами конструкции, получающей повреждения в ходе землетрясения. 
Для проектирования зданий, сооружений и вероятностной оценки сейсмического риска с учетом изменения во времени спектра воз-
действия требуется ансамбль акселерограмм сейсмических воздействий. 
Представлен метод моделирования нестационарных случайных процессов с переменной несущей частотой в системе Simulink.
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Seismic motions occurring at sites with soft soils and located hundreds of kilometers away from the earthquake focus can be long-lasting 
and show changes in the frequency spectrum. Although these motions are characterized by low values of peak ground accelerations, they 
can lead to resonance vibration of buildings and structures. An especially dangerous situation occurs when the seismic load frequencies 
decrease simultaneously with the natural frequencies of the structure that is damaged during the earthquake. For designing buildings 
and structures, and for carrying out probabilistic assessment of seismic risk taking into account the changes in time of the seismic load 
spectrum, an ensemble of seismic motion time histories is required. The article presents a method for modeling unsteady random processes 
with a variable predominant frequency in the Simulink software system environment.
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Основными исходными данными для проектирова-
ния сейсмостойких зданий и сооружений и для оцен-
ки их сейсмического риска являются акселерограммы 
землетрясений, ожидаемых на площадке строитель-
ства. Набор сценарных акселерограмм синтезируется 
сейсмологами в ходе детального сейсмического рай-
онирования на основании данных о характеристиках 
грунтовых толщ и механизмах распространения сейс-

мических волн от очага [1]. Однако искусственные 
акселерограммы далеко не всегда проявляют особен-
ности, присущие некоторым природным записям. Так, 
при сейсмических колебаниях на рыхлых грунтах в 
дальней зоне может происходить снижение частот зем-
летрясения во времени. В качестве иллюстрации при-
ведем запись вертикального перемещения U(t) грунта 
при землетрясении Эмберли с гипоцентральным рас-



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОМПЛЕКСЫ ПРОГРАММ130

Вестник МЭИ. № 6. 2020                   ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

стоянием 351,9 км (Amberley, New Zealand, 13.11.2016, 
Feilding Agricultural High Scool Station), размещенную 
на сайте Center for Engineering Strong Motion Data 
(CESMD) (рис. 1), из которой видно, что, начиная при-
мерно со 130-й секунды, основные частоты воздей-
ствия резко снижаются. 

Особенности длиннопериодных землетрясений со 
снижением частоты подробно рассмотрены в [2] на 
примере записи ускорения грунта а(t) при землетря-
сении Тохоку (Tohoku, Japan), полученной в Токио  
11 марта 2011 г. на станции TKY017 с гипоцентральным 
расстоянием 373 км (рис. 2, запись с сайта CESMD). 
По результатам статистического анализа записи на 
различных временных интервалах было установлено, 
что преобладающие частоты воздействия снижаются с 
0,83 до 0,3 Гц. В работе [3] показано, что, несмотря на 
небольшую величину пиковых ускорений, такие зем-
летрясения продолжительны по времени и при опре-
деленных условиях приводят к затяжным резонансным 
колебаниям зданий и сооружений и развитию серьез-
ных повреждений. 

Для исследования влияния на динамический отклик 
конструкции таких временны́х факторов, как продол-
жительность сейсмического воздействия и изменение 

во времени спектра воздействия, проводят динамичес-
кий расчет во временной области по акселерограмме. 
Если стоит задача оценки сейсмического риска кон-
струкции методом статистического моделирования, не-
обходимо провести серию численных экспериментов. 
Теория статистического моделирования, предложен-
ная в [4 — 6], требует многократного воспроизведения 
сейсмического воздействия, решения задачи определе-
ния динамической реакции систем на эти воздействия 
и получения данных для статистической оценки риска.  
Работы [7 — 9] посвящены определению сейсмическо-
го риска и других показателей надежности некоторых 
нелинейных моделей зданий и сооружений. В них для 
статистического моделирования использованы акселе-
рограммы с несущей частотой, постоянной на протя-
жении всего времени воздействия. Следует отметить, 
что в современных работах Ли, Чена и других зарубеж-
ных специалистов в области статистической динамики 
[10, 11] зависимость спектральной плотности нестаци-
онарного воздействия от времени представлена в виде 
изменения во времени мощности процесса и никак не 
связана с изменением его частот.  

Для вероятностной оценки сейсмического риска 
с учетом эволюции спектра воздействия во времени 

Рис. 1. Запись вертикального движения землетрясения Эмберли, 13 ноября 2016 г., Новая Зеландия (https://strongmotioncenter.org)

Рис. 2. Запись горизонтального движения землетрясения Тохоку 11 марта 2011 г., Япония 
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требуется ансамбль акселерограмм длиннопериодных 
воздействий, представляющих собой случайные про-
цессы с нестационарностью как по мощности, так и 
по частоте. Представлен метод моделирования таких 
акселерограмм, базирующийся на традиционных под-
ходах статистического моделирования, но расширен-
ный в область нестационарных случайных процессов 
с переменной несущей частотой. При этом синтезиро-
ванные акселерограммы должны обладать той же спек-
тральной плотностью мощности и несущей частотой 
в выделенных временны́х интервалах, что и исходная 
природная, а изменение частоты во времени в преде-
лах каждого интервала происходит по линейному за-
кону. Изложен метод моделирования акселерограмм с 
использованием системы Simulink [12].

Для получения ансамбля акселерограмм в виде 
реализаций некоторого нестационарного случайного 
процесса в [5 — 8] ускорение грунта а(t) на отрезке 
времени [0, T] задается в виде произведения реализа-
ции стационарного случайного процесса φ(t) на детер-
минированную огибающую A(t):

а(t) = A(t)φ(t).                               (1)

Огибающая A(t), размерность которой равна раз-
мерности ускорения, отвечает за интенсивность зем-
летрясения, а безразмерная случайная функция φ(t) с 
единичной дисперсией определяет спектральный со-
став сейсмического воздействия. В качестве исходной 
акселерограммы возьмем запись ускорения движения 
грунта при землетрясении в Тохоку (рис. 2). Результа-
ты вычисления ее статистических характеристик при-
ведены в [2].

Схему в системе Simulink составим на основе фор-
мулы (1), принимая за огибающую A(t) функцию, полу-
ченную в [2]. Указанная функция (рис. 3) определяет 
интенсивность соответствующей компоненты земле-
трясения.

Безразмерную функцию φ(t), стационарную по ам-
плитуде с переменной несущей частотой, получим с 
использованием Simulink, применяя процедуру пропу-
скания случайного процесса типа «белого шума» ξ(t) 
через систему второго порядка:

22 ( ) ( ).u u t u t� � �� � ���� �                      (2)

Уравнение (2) по существу является формирующим 
фильтром, на выходе которого генерируется случайный 
процесс u(t) со спектральной плотностью, соответству-
ющей процессу со скрытой периодичностью. Параме-
тры ω и ε характеризуют несущую частоту и ширину 
спектра данного процесса. Отметим, что применение 
фильтра второго порядка (2) основано на гипотезе о на-
личии компактного частотного диапазона воздействия 
с преобладающей несущей частотой. 

Для интегрирования уравнения (2) в Simulink пред-
ставим его в виде:

22 ( ) ( ).u u t u t� � � �� ���� �                     (3)

В формулах (2), (3) функция на выходе u(t) — вспо-
могательная, после нормировки которой получим ис-
комую функцию φ(t). 

Ориентируясь на результаты [2] для несущей часто-
ты f функции a(t), примем следующие значения: в на-
чале воздействия при t = 0 — f1 = 0,9 Гц, а по истечении 
t = T = 300 c — f2 = 0,3 Гц. Допустим, что частота меня-
ется по линейному закону, тогда для круговой частоты 
имеем:

1 1 2 1 1 2( ) ( ) 2 2 ( ) .t t T f f f t T� � � � � �� � � � � �     (4)

Величина ε в (2), (3) определяет ширину спектра 
случайного процесса u(t). По результатам вычислений 
в [2] параметр ε принят равным 0,025 с–1.

Схема моделирования в системе Simulink изобра-
жена на рис. 4. Согласно соотношению (3), в сумматор 
1 подается случайный процесс типа «белого шума» ξ(t) 
и две обратные связи: первая производная по времени 
функции ( )u t� , умноженная на параметр корреляции 2ε, 
и сама функция u(t), умноженная на квадрат круговой 
частоты ω2(t). После сумматора для решения уравнения 
(3) в схему включены два интегратора. В нижней части 
схемы вводится частота генерируемого процесса, как 
функция времени согласно (4). Для этого в схему вклю-
чен источник времени t, сигнал от которого подается 
на элемент умножения на 2π(f1 – f2)/T, и суммируется 
с соответствующим знаком с постоянной 2πf1. Полу-
ченное значение возводится в квадрат и умножается на 
u(t). «Белый шум» и результат его прохождения через 
спроектированную систему u(t) выводятся в графиче-
ские окна и рабочую область для дальнейшей обработ-
ки методами системы Matlab.

Функция u(t) как результат работы части програм-
мы на языке Matlab, приведенной на рис. 4, представ-
лена на рис. 5.

Из данных рис. 5 видно, что полученная случайная 
функция u(t) нестационарна и по амплитуде, и по не-
сущей частоте. Чтобы получить случайный процесс с 
единичной дисперсией и стационарный по амплиту-
де, разобьем всю реализацию на участки uk(t), k = 1...n  
c достаточно представительным объемом. В дан-
ном случае принято n = 20. При общем объеме точек  Рис. 3. Огибающая акселерограммы землетрясения Тохоку
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N = 30000, представляющих функцию u(t), каждую 
uk(t) задавали 1500 точками. Для каждой uk(t) вычис-
лим среднеквадратическое отклонение σu и разделим 
на него амплитуды функции. Функцию φ(t), стационар-
ную по амплитуде с единичной дисперсией, получим 
по соотношению  

1

( ) ( ) /
k

n

k u
k

t u t
�

� � �� . Реализация функ-

ции φ(t) представлена на рис. 6
С помощью оценок для спектральной плотности  

изучим частотный состав построенной функции φ(t). На 
рис. 7 изображена оценка спектральной плотности для 
всей длины реализации, заданной на отрезке времени 
[0, T] = [0, 300] c. Максимум спектральной плотности, 
определяющий преобладающую частоту процесса f*, 
близок к среднему значению диапазона ее изменения:

Рис. 4. Схема моделирования случайного процесса с переменной несущей частотой

1 2

* 0,6 Гц
2

f ff �
� �

Значение площади под кривой, определяющей дис-
персию процесса φ(t), практически равно единице.

На рис. 8 построены спектральные плотности функ-
ции φ(t) для трех диапазонов времени записи акселе-
рограммы: t1 ∈ [0, 100] с (кривая 1), t2 ∈ [100, 200] с  
(кривая 2), t3 ∈ [200, 300] с (кривая 3). Максимумы по-
строенных спектральных плотностей наблюдаются в 
окрестности частот, соответствующих значениям час-
тот фильтра (4) f(t) = f1 – (f1 – f2)t/T в моменты времени, 
соответствующие серединам указанных диапазонов, т. е.

*1

*2

*3

(50) 0,8 Гц;

(150) 0,6 Гц;

(250) 0,4 Гц.

f f
f f
f f

� �
� �
� �

Окончательно смоделированную реализацию (рис. 9) 
исходной акселерограммы получим по формуле (1).

Ансамбль реализаций с заданным законом измене-
ния преобладающей частоты воздействия можно най-
ти, меняя параметр seed в блоке генерирования «белого 
шума».

Рис. 5. Результат прохождения белого шума через систему, 
представленную на рис. 4, u(t)

Рис. 6. Реализация функции φ(t) 

Рис. 7. Оценка для спектральной плотности процесса φ(t)
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Рис. 8. Оценки спектральной плотности для трех временных 
диапазонов φ(t):
1 — t1 ∈ [0, 100] c; 2 — t2 ∈ [100, 200] c; 3 — t3 ∈ [200, 300] c

Рис. 9. Смоделированная реализация землетрясения Тохоку

Заключение

Проблема синтеза акселерограмм со спектральны-
ми свойствами, наиболее приближенными к записям 
природных землетрясений, актуальна в условиях недо-
статочно развитой сейсмометрической базы и нехватки 
записей сильных движений грунта. Продолжительные 
по времени акселерограммы длиннопериодных земле-
трясений демонстрируют снижение преобладающих 

частот. Хотя длиннопериодные воздействия в основ-
ном происходят в дальних зонах с большими гипоцен-
тральными расстояниями (порядка сотен километров) 
и имеют небольшие величины пиковых ускорений, 
они приводят к длительным резонансным явлениям 
зданий и сооружений. Особенно опасна ситуация, ког-
да частоты воздействия снижаются одновременно с 
собственными частотами конструкции, получающей 
повреждения в ходе землетрясения. Представленный 
метод синтеза акселерограмм со снижением несущих 
частот позволяет проверить динамическую реакцию 
конструкции, оценить сейсмический риск при наибо-
лее неблагоприятном режиме воздействия и заранее 
предпринять меры по отстройке от резонанса. 
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