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Характеристики ансамблей  
линейных псевдослучайных  
последовательностей для системы 
связи множественного доступа  
с кодовым разделением каналов 
А. Ю. Сизякова*, Ю. В. Семина

Исследованы вопросы выбора ансамблей псевдослучайных последовательностей (ПСП) раз-
ного объема для формирования шумоподобных сигналов (ШПС) в системах связи множест-
венного доступа с кодовым разделением (МДКР). Системам МДКР свойственны взаимные и 
собственные помехи. Взаимные помехи возникают при поступлении на приемник системы 
радиосигнала, модулированного «чужой» ПСП, собственные — при запаздывании радиосиг-
нала, модулированного ПСП, относительно его копии в приемнике. Уровни помех опреде-
ляются значениями, которые принимают взаимнокорреляционные функции (ВКФ) и боко-
вые лепестки автокорреляционных функций (АКФ). Для выбора ансамбля ПСП критерии 
выбора были сформированы таким образом, чтобы снизить уровень взаимных и собствен-
ных помех в системе связи с МДКР. Предпочтительнее выглядит критерий, определяющий 
уровни взаимных помех. В соответствии с выбранными критериями в ансамбль включаются 
ПСП, обладающие наименьшими значениями наибольшего значения модулей ВКФ и наи-
меньшими значениями боковых лепестков модуля АКФ. Рассмотрены подклассы Касами с 
периодом 1023, Лежандра с периодом 1031 и Холла с периодом 1051, а также усеченные 
до периода 1023 ПСП подклассов Лежандра и Холла. Для сравнения приведены подклас-
сы М-последовательностей и ПСП Голда с периодом 1023. В соответствии со стандартами, 
определяющими характеристики систем МДКР, М-последовательности и ПСП Голда нашли 
широкое применение в подобных системах связи. Были проанализированы АКФ и ВКФ всех 
ПСП каждого из рассматриваемых подклассов. Выявлены конкретные ПСП рассматривае-
мых подклассов с наименьшими уровнями наибольших значений модуля ВКФ и боковых ле-
пестков модуля АКФ. Уточнены верхние граничные значения для ВКФ и боковых лепестков 
АКФ ПСП, рассматриваемых подклассов. На основании полученных результатов выбраны 
ПСП подкласса Касами, удовлетворяющие выбранным критериям. Составлено несколько 
ансамблей ПСП Касами разного объема, обеспечивающих наименьший уровень взаимных 
помех в системе.
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Введение

Концепция обеспечения помехозащищенной связи 
для одновременной передачи команд управления по 
нескольким каналам связи получила широкое приме-
нение при работе связных систем на основе космиче-
ских аппаратов «Радуга», «Радуга-1», «Молния-3» еди-
ной спутниковой системы связи. Для перспективных 
систем спутниковой связи требуется существенное 
повышение помехоустойчивости, например, за счет 
использования множественного доступа с кодовым 
разделением каналов (МДКР) и шумоподобными сиг-
налами (ШПС) с прямым расширением спектра (ПРС) 
псевдослучайными последовательностями (ПСП).

Каждая ПСП периода N задается последовательно-
стью элементов:  yi = {ai,1, ai,2, …, ai,N}; ai,n = {+1, –1};  
i = 1, 2, …, L; n = 1, …, N. Множество (ансамбль) ПСП 
объемом L, которые одновременно могут быть применены 
в системе с МДКР, обозначим Y, где Y = {y1, y2, …, yL}.

Для систем с МДКР характерны взаимные помехи 
[6, 13, 19], которые возникают при поступлении j-го 
радиосигнала, модулированного «чужой» j-й ПСП yj, 
на i-й приемник системы. Для обеспечения достовер-
ного функционирования системы с МДКР необходимо 
так выбрать ансамбль модулирующих ПСП Y, чтобы 
взаимные помехи не ухудшали помехоустойчивость 
каждого канала приемника.

Мощность взаимных помех зависит от уровня 
взаимокорреля-ционных функций (ВКФ) R i,jВКФ(τ) всех 
пар ПСП ансамбля Y  [11, 13]: 
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Для систем с МДКР характерны собственные по-

мехи [6, 12]. Эти помехи возникают при запаздывании 
i-го радиосигнала, модулированного i-й ПСП yi, отно-
сительно его копии в приемнике. Мощность собствен-
ных помех зависит от уровней боковых лепестков ав-
токорреляционных функций (АКФ) R iAКФ(τ) при τ ≠ 0: 
ААКФ — апериодической R iAAКФ(τ) и ПАКФ — перио-
дической R iПАКФ(τ) [1, 12, 13].

ААКФ ПСП yi с периодом N рассчитывается по 
формуле:
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где τ — целое число (– (N – 1) ≤ τ ≤ (N – 1)), [1, ]i L∈ .
ПАКФ ПСП yi рассчитывается по формуле:
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Известны соотношения [7], определяющие ниж-
ние граничные значения (rВКФ)max и (rПАКФ)max уровней 
ВКФ Ri,j

ВКФ(τ) и боковых лепестков ПАКФ Ri
ПАКФ(τ) для 

ПСП периода N полного набора объемом K. Значения  
(rВКФ)max и (rПАКФ)max определены границами Велча для 
K >>1 или Сидельникова для K ≥ N/2:
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Соотношения (1) позволяют оценить наименьшие 
уровни взаимных и собственных помех, определяемые 
значениями Ri,j

ВКФ(τ) и Ri
ПАКФ(τ).

Для уменьшения мощности взаимных и собствен-
ных помех необходимо использовать ПСП, у которых 
наибольшие значения модуля ВКФ (Ri,j

ВКФ)max и бо-
ковых лепестков модуля ПАКФ (Ri

ПАКФ)max близки к  
(rВКФ)max и (rПАКФ)max (1). 

В статье рассматриваются подклассы линейных 
ПСП: Касами, Лежандра, Холла. В соответствии со 
стандартом [15], определяющим характеристики си-
стем МДКР, для разделения каналов связи широко ис-
пользуются М-последовательности (М-ПСП) и ПСП 
Голда. Характеристики М-ПСП и ПСП Голда исполь-
зуются для сравнения.

В современной радиотехнической литературе пре-
обладают вопросы теории синтеза и формирования 
ПСП [1, 2, 9] и мало исследованы вопросы выбора 
ансамблей ПСП для ШПС ПРС в системах связи с 
МДКР.

Цель работы:
выявить конкретные ПСП подклассов Касами, Ле-

жандра, Холла с периодом 1023, для которых значения 
(Ri,j

ВКФ)max и (Ri
ПАКФ)max близки к (rВКФ)max и (rПАКФ)max, 

рассчитанным по (1);
из этих ПСП составить один или несколько ансам-

блей Y объема L, L ≥ 3.

Критерии выбора ПСП
Выбор ПСП для включения в ансамбль Y произво-

дится среди полного набора ПСП объемом K каждого 
из рассматриваемых подклассов в соответствии с кри-
териями: 

число L ПСП в ансамбле не меньше трех, L ≥ 3:
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где (rВКФ)max и (rПАКФ)max заданы формулами (1).
При решении задачи выбран предпочтительный 

критерий (2). Тогда для включения ПСП yi , [1, ]i K∈  
в ансамбль Y требуется, чтобы значения (Ri,j

ВКФ)max мо-
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дуля ВКФ каждой пары ПСП были близки к (rВКФ)max, 
а значения (Ri

ПАКФ)max и (Ri
ААКФ)max каждой ПСП были 

близки к (rПАКФ)max.
В табл. 1 приведены рассчитанные по формуле (1) те-

оретические нижние граничные значения ВКФ (rВКФ)max  
и ПАКФ  (rПАКФ)max для рассматриваемых подклассов 
ПСП.

В статье приведены результаты выбора L ансамблей 
ПСП указанных подклассов (L ≥ 3), одновременно удо-
влетворяющие критериям (2) — (4). Алгоритмы фор-
мирования полных наборов K рассматриваемых под-
классов ПСП подробно описаны в [16].

Для получения искомого ансамбля ПСП Y объе-
мом L необходимо рассчитать наибольшие значения  
(Ri

ПАКФ)max, (R
i
ААКФ)max боковых лепестков модуля АКФ 

и наибольшие значения (Ri,j
ВКФ)max модуля ВКФ  для 

всех ПСП каждого подкласса.

Показатели корреляционных функций 
АКФ и ВКФ

В литературе [3 — 5, 7 — 9, 11] приведены уровни 
корреляционных функций для ПСП рассматриваемых 
подклассов, все они перечислены ниже.

ПСП Голда порождаются М-ПСП [7, 16] с перио-
дом N = 2n – 1, где n — разрядность регистра сдвига. 
ВКФ ПСП Голда имеет три значения [8]:
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Значения боковых лепестков ПАКФ ПСП Голда 
ограничены сверху [8]:
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2
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n

R
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ПСП Касами порождаются М-ПСП [4, 7, 16] с пе-
риодом N = 2n – 1, где n — четное. ВКФ ПСП Касами 
совпадает с (5) и имеет три значения [9]:

{ },
ВК

/2
Ф 2 1; 1 .( )i njR ± − −τ =                     (7)

Значения боковых лепестков ПАКФ ПСП Касами 
ограничены сверху [4]:

ПАКФ max
/22( ) 1 .niR ≤ +                        (8)

Значения ВКФ ПСП Лежандра, порождаемых про-
стым числом p [3, 5, 8, 16] , ограничены сверху [11]:

ПАКФ max
6( ) , 2 .iR
p

≤                             (9)

Информация об ограничениях на значениях боко-
вых лепестков ААКФ ПСП Голда, Касами, Лежандра, 
ПАКФ ПСП Лежандра, АКФ и граничных значениях 
ВКФ ПСП Холла в литературе отсутствует. Эти харак-
теристики получены авторами.

Далее проанализированы АКФ и ВКФ для всех 
ПСП Голда (N = 1023), Касами (N = 1023), Лежандра  
(N = 1031) и Холла (N = 1051). Периоды ПСП Лежандра 
и Холла задаются выбором простого порождающего 
числа p [14], выбранного наиболее близким к N = 1023. 
Также рассмотрены характеристики ПСП Лежандра и 
Холла, усеченных до периода N = 1023 = 3⋅11⋅31, рав-
ного периоду остальных рассматриваемых ПСП.

В [16] показано, что для N = 1023, n = 10 объем 
полного набора ПСП Голда, полученных из каждой по-
рождающей М-ПСП, составляет K = 1025. На рис. 1, 2 
представлен типичный вид АКФ ПСП Голда на при-
мере ПСП, сформированной из М-ПСП, заданной по-
рождающим полиномом a(x) = x9 + x4 + 1 [13].

Анализ показал, что уровни (Ri
ААКФ)max различаются 

для разных ПСП Голда общим числом K = 1025 и име-
ют значения от –10 до –11,6 дБ.

Известно, что ВКФ ПСП Голда трехуровневая, вид 
ВКФ можно найти в [13]. Наибольшее значение модуля 
ВКФ равно –12,1 дБ (6).

В [16] показано, что для N = 1023 объем полного 
набора ПСП Касами, полученных из каждой порож-
дающей М-ПСП, составляет K = 32. Типичный вид 
АКФ ПСП Касами аналогичен графикам, представлен-
ным на рис. 1, 2. Для всех ПСП Касами этого периода 
уровни (Ri

ПАКФ)max одинаковы (12) и равны –14,9 дБ. 
Анализ показал, что уровни (Ri

ААКФ)max различаются 
для разных ПСП Касами и имеют значения от –11,5 до  
–12,7 дБ. ВКФ ПСП Касами трехуровневые (8). Модуль 
наибольшего значения ВКФ равен –14,9 дБ.

Таблица 1

Теоретические граничные значения ВКФ и ПАКФ 

Тип ПСП Период ПСП N Число ПСП K (rВКФ)max , (rПАКФ)max, дБ

М-ПСП; Касами 1023 >>1 –15
Голда 1023 ≥ N/2 –13,5

Лежандра 1031 ≥ N/2 –13,6
Холла 1051 ≥ N/2 –13,6
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В [16] показано, что объем полного набора ПСП Ле-
жандра с периодом N = 1031, полученных из порожда-
ющего числа р = 1031, равен K = 1031; объем полного 
набора ПСП Холла с периодом N = 1051, полученных 
из порождающего числа р = 1051, равен K = 1051.

На рис. 3 — 5 представлен типичный вид АКФ и 
ВКФ ПСП Лежандра.

Для ПСП Лежандра с периодом N = 1031 уровни 
(Ri

ПАКФ)max и (Ri
ААКФ)maх различаются и имеют значения от 

–12 до –30 дБ для ПАКФ и от –10 до –13 дБ — для ААКФ. 
Следует отметить, что значение (Ri

ПАКФ)max = –30 дБ имеет 
лишь одна ПСП Лежандра. Наибольшее значение модуля 
ВКФ ПСП Лежандра равно –12 дБ (формула (10)).

Типичный вид АКФ и ВКФ ПСП Холла аналогичен 
графикам, представленным на рис. 3 — 5 и отдельно 
не приводится.

Для всех ПСП Холла с периодом N = 1051 уровни 
(Ri

ПАКФ)max имеют значения от –12 до –30 дБ для разных 

ПСП; (Ri
ААКФ)maх от –10 до –12,7 дБ. Наибольшее значе-

ние модуля ВКФ ПСП Холла равно –11,8 дБ.
Рассчитанные значения (Ri

ПАКФ)max, (Ri
ААКФ)maх, 

(Ri,j
ВКФ)max приведены в табл. 2. где указаны только те 

значения, которые имеют не менее 3 ПСП подкласса. 
Характеристики М-ПСП и ПСП Голда приведены для 
сравнения.

Также проведен расчет корреляционных харак-
теристик для укороченных ПСП Лежандра и Холла 
с периодом, равным периоду ПСП Голда и Касами  
N = 1023. Оказалось, что ВКФ этих ПСП имеют высо-
кий уровень (до 0 дБ), поэтому укороченные ПСП Ле-
жандра и Холла ниже не рассматриваются.

По результатам анализа всех АКФ и ВКФ полных 
наборов ПСП рассматриваемых подклассов авторами 
дополнены характеристики (5) — (9) и получены от-
сутствующие в литературе граничные значения бо-
ковых лепестков ААКФ ПСП подклассов Голда (10), 

Рис. 1 Пример ПАКФ ПСП Голда, (RПАКФ)max = 65

Рис. 2. Пример ААКФ ПСП Голда, (RААКФ)max = 81
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Рис. 3. Пример ПАКФ ПСП Лежандра, (RПАКФ)max = 64,4

Рис. 4. Пример ААКФ ПСП Лежандра, (RААКФ)max = 87

Рис. 5. Пример ВКФ ПСП Лежандра, (RВКФ)max = 63 
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Касами (11), ПАКФ ПСП Лежандра (12), граничные 
значения ВКФ ПСП Холла (13): 

ААКФ ПСП Голда:

А

2

АКФ max( ) ;i nR
N

≤                            (13)

ААКФ ПСП Касами:

ААКФ max

42
 ( )

1
;

n
iR n

N

− + −
≤                 (14)

 ПАКФ ПСП Лежандра:

ПАКФ max( ) 2 1iR p≤ + ;                    (15)

ВКФ ПСП Холла:
,

ВКФ max( ) 2 .i jR p≤                    (16)

Ансамбли ПСП  
с требуемыми характеристиками

Из табл. 2 видно, что для рассматриваемых под-
классов ПСП все ПСП подкласса Касами достигают 
границ, заданных (1). Для остальных подклассов ПСП 
значения ВКФ выше границы (1) на 3 дБ и более.

Учитывая, что предпочтительным выбран кри-
терий (3), вначале рассмотрены значения (Ri,j

ВКФ)max 
модуля ВКФ ПСП каждого подкласса. Из табл. 2 сле-
дует, что наименьшее значение (Ri,j

ВКФ)max достигается 
только для ВКФ ПСП подкласса Касами. Поэтому для 
формирования искомого ансамбля Y использованы 
ПСП Касами.

Далее проанализированы свойства ПСП Касами по 
критериям (4) и (5).

Из табл. 2 очевидно, что по критерию (4) зна-
чения (Ri

ПАКФ)max для ПСП Касами выше значений  
(Ri

ПАКФ)maxдля М-ПСП на 15 дБ. По критерию (5) зна-
чения (Ri

ААКФ)maх для ПСП Касами на 1 — 2 дБ больше 
значений (Ri

ААКФ)maхдля М-ПСП. Наименьшее значение 
(Ri

ААКФ)maх, позволяющее сформировать ансамбль из че-
тырех М-ПСП, составляет (Ri

ААКФ)maх = – 15 дБ. Однако 
уровни (Ri,j

ВКФ)max для этих четырех М-ПСП достаточно 
большие (от –12 до –4,3 дБ).

Значения (Ri
ААКФ)maх для ПСП подклассов Касами, 

Голда, Лежандра и Холла отличаются между собой не 
более, чем на 1,5 дБ.

Искомый ансамбль Y составлен из ПСП Касами 
с (Ri,j

ВКФ)max = –14,9 дБ и наименьшими значениями 
(Ri

ААКФ)maх.
В табл. 3 приведены номера ПСП Касами, которые 

образуют 4 ансамбля разного объема L. Ограничивая 
(Ri

ААКФ)maх значениями от –12,5 до –12,2 дБ, можно по-
лучить ансамбли ПСП объема L = 3, 6, 9 и 16. Показано, 
что при ослаблении на 0,3 дБ требований к (Ri

ААКФ)maх 
объем ансамбля можно увеличить более чем в 5 раз. 

Номер i (см. столбец 3, табл. 3) определяет ПСП Каса-
ми yi: децимированная М-ПСП задерживается на i симво-
лов относительно исходной и поэлементно суммируется 
с ней [16]. Все ПСП Касами сформированы из М-ПСП с 
порождающим полиномом a(x) = x9+ x4 + 1 [13].

На основании полученных результатов для использо-
вания в системах связи с МДКР рекомендуется исполь-
зовать ансамбли ПСП Касами, перечисленные в табл. 3.

Таблица 2

Значения (Ri
ПАКФ)max, (R

i
ААКФ)max, (R

i, j
ВКФ)max 

Подкласс М-ПСП Голда Касами Лежандра Холла
Объем K 60 1025 32 1031 1051
Период N 1023 1023 1023 1031 1051

(Ri
ПАКФ)max, дБ – 30 –12 –14,9 [– 12] [– 12]

(Ri
ААКФ)max, дБ [–15; –13,7] [–11,6; –10] [–12,7; –11,5] [–13;  –10] [–12,7; –10]

(Ri, j
ВКФ)max , дБ [–12,1; – 4,3] –12,1 –14,9 –12 –11,8

Таблица 3

Ансамбли ПСП Касами

(Ri
ААКФ)max Объем L ансамбля Y Номера i последовательностей, входящих в полученный ансамбль

1 2 3
–12,2 16 4, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 21, 24, 25, 26, 28, 30
–12,3 9 4, 8, 9, 19, 21, 25, 26, 28, 30
–12,4 6 4, 25, 26, 28, 30, 11
–12,5 3 4, 28, 30
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Выводы

В статье рассмотрены АКФ и ВКФ ПСП подклас-
сов Голда, Касами, Лежандра, Холла. Уточнены верх-
ние граничные значения для ВКФ и боковых лепестков 
АКФ ПСП. Сформированы критерии выбора ансамблей 
ПСП, используемых для ШПС ПРС в системах связи с 
МДКР. На основании полученных результатов прове-
ден выбор ансамблей ПСП Касами, обеспечивающих 
наименьший уровень взаимных помех в системе.
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